Revêtements finis d'une variété hyperbolique de dimension trois et fibres virtuelles by Renard, Claire


1La dernie`re de´marche de la raison est de reconnaˆıtre qu’il y a une infinite´ de
choses qui la surpassent.
Pascal, Pense´es, 267.
2
3Remerciements.
Je tiens tout d’abord a` remercier tre`s chaleureusement Michel Boileau, mon di-
recteur de the`se, pour son infinie patience et sa grande gentillesse. Rien n’aurait
e´te´ possible sans lui... Merci de tout coeur pour votre investissement, pour m’avoir
accorde´ tant de temps sans jamais compter, et votre soutien en toutes circonstances.
Je remercie vivement Juan Souto et Nicolas Bergeron d’avoir accepte´ la lourde
taˆche de rapporteurs de cette the`se, et d’avoir lu jusqu’au bout et attentivement
ce travail. Je veux aussi remercier de nouveau Nicolas Bergeron, ainsi que Steven
Boyer, David Gabai, Marc Lackenby, Jean-Pierre Otal et Fre´de´ric Paulin de m’avoir
fait l’immense honneur de constituer le Jury de cette the`se.
Toute ma gratitude va a` Jean-Pierre Otal, Juan Souto, Joan Porti, Dick Canary,
Steven Boyer, Anne Berry, Genevie`ve Simonet, Jean-Marc Schlenker, Vincent Gui-
rardel, Cyril Lecuire, Jean-Franc¸ois Barraud, Pascal Collin, Thomas Fiedler, Fre´de´ric
Haglund, Fre´de´ric Paulin, Thomas Haettel, Guillaume Dufour, Emmanuel Ferrand,
Paolo Ghiggini, Benoˆıt Kloeckner, Andreas Venturelli, et bien d’autres pour leur
aide, des invitations au voyage et des conversations tre`s fructueuses. On ne cherche
pas tout seul, et c’est une grande chance.
Un grand merci a` tous les doctorants du labo, qui ont illumine´ ces trois anne´es
par leur gentillesse et la chaleur de leur amitie´. Merci en particulier a` mes voisins de
bureau successifs : Iman, Kuntal, Virginie, Dima, Valentina, et Arnaud, qui m’a fait
l’amitie´ de relire ce me´moire, e´norme travail si utile ! ! ! ! Merci pour toutes ces heures
passe´es en votre compagnie et ces belles amitie´s. Merci d’avoir e´te´ a` mes coˆte´s dans
les moments heureux comme dans les moments difficiles, et pour votre patience. Un
grand merci e´galement a` Anne, Tony, Ce´cile, Chloe´, Guitta, Ghada, Thomas, a` mon
cher ”grand fre`re” des Maths Alexandre, Cynthia, Jacques, Se´bastien, Steven, Vic-
toria, Alexandre, James, Fre´de´ric, Brice, Boubacar, Minh, Jean-Christophe, Alice,
Sandrine, Amic, Victor, Matthieu, Daniel... Merci aussi a` tous les membres du labo,
en particulier a` Jocelyne, Yohann, Arnaud, Pascale, Thomas, Claire, Claude Hayat,
Guillaume Constant, Gioia et Alain, et aux invite´s comme Yeonhee. Je n’oublierai
jamais toutes ces amitie´s, si riches et diverses.
Je remercie du fond du coeur tous les amis qui m’ont soutenue et entoure´e toutes
ces anne´es. En particulier mes deux grandes amies Marie-Charlotte et Elodie. Un
grand merci a` toute la famille Gissot pour le roast-beef dominical, et surtout d’avoir
e´te´ pour moi une ve´ritable famille d’accueil...
Merci aussi a` ma grande famille d’adoption toulousaine qui m’a accueillie avec
chaleur et simplicite´ et accompagne´e un bon bout de chemin. Vous eˆtes trop nom-
breux pour vous citer tous, mais vous vous reconnaˆıtrez j’espe`re. Merci tout parti-
culie`rement a` Laurentiu Unguru, Vincent Thomas, Daniel Tedeschi, et le souvenir
affectueux de notre regrette´ Raymond Cayla (a.a.). Un grand merci a` Augustin
Laffay (o.p.) pour la graˆce de son amitie´, a` Sandrine Kopel (o.c.d.) et sa fide´lite´,
Miguel Masella (o.p.) avec qui nous avons partage´ les meilleures creˆpes de ma vie,
Romina Pietrangelo (o.p.) et de belles discussions. Toutes mes pense´es vont a` ”mar-
raine” Marie-Jose´ pour son accueil et sa patiente disponibilite´, Luc qui a re´pondu a`
quantite´ de questions embeˆtantes, Anne-Marie, Christiane, Anna Diane, Jean, Jean-
Christophe, David et Astrid, Marc et Marie-Yang, Be´ne´dicte et Tristan. Je veux
4aussi remercier de tout mon coeur Maguy, Ange`le, Anne-Marie, Marine, Marie-
Sylvie, Marie-Claire et Francis-Marie (p.m.) pour leur accueil simple et fraternel,
leur patiente gentillesse et leur bonne humeur. Je pense e´galement bien affectueuse-
ment a` Sophie, Emmanuelle, Maifa, Chantal, Myriam, et bien suˆr P. Edouard. Sans
oublier Nicole et Pauline, qui, peut-eˆtre a` son insu, m’a tant appris...
Enfin, mes pense´es vont a` ma famille, en particulier mes parents et mon petit
fre`re Nicolas, que je remercie de tout mon coeur pour leur soutien inde´fectible.
Merci d’eˆtre toujours a` mes coˆte´s en toutes circonstances et depuis tant d’anne´es !
Car meˆme si je connaissais toute la science et les myste`res, sans amour, je ne suis
rien.
5Re´sume´.
Dans le cadre des varie´te´s hyperboliques, Thurston a conjecture´ que toute varie´te´
hyperbolique de dimension trois connexe, orientable, comple`te et de volume fini
posse`de un reveˆtement fini qui est fibre´ sur le cercle S1.
En lien avec cette conjecture, il est naturel de chercher des conditions suffisantes
pour qu’un reveˆtement fini d’une varie´te´ hyperbolique M de dimension trois fibre
sur le cercle, ou du moins contienne une fibre virtuelle (i.e. une surface plonge´e qui
se rele`ve en une fibre dans un autre reveˆtement fini).
Le re´sultat principal de cette the`se e´tablit le crite`re ge´ne´ral suivant :
The´ore`me A. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivite´ de M et soit  ≤
1
2
Inj(M). Soit M ′ → M un reveˆtement fini de degre´ d et F une surface plon-
ge´e dans M ′, compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, et qui scinde le
reveˆtement M ′ en q corps en anses (e´ventuellement creux) C1, . . . , Cq. Soit g ≥
maxj=1,...,q{g(Cj)}. Supposons de plus que tout lacet plonge´ dans Cj de longueur
infe´rieure ou e´gale a`  est homotopiquement trivial dans Cj.
Il existe une constante k = k(,Vol(M)) > 0, ne de´pendant que de  et du volume
Vol(M) telle que si le degre´ du reveˆtement d est assez grand pour que
k g ln g < ln ln
d
q
,
alors le reveˆtement M ′ contient une surface plonge´e incompressible de genre au plus
g qui est une fibre virtuelle. En particulier, la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur
le cercle S1 et le reveˆtement M ′ est de Haken.
Une surface S plonge´e dans une varie´te´ riemannienne de dimension trois est
dite pseudo-minimale si elle est minimale ou le bord d’un petit voisinage re´gulier
d’une surface minimale non orientable, avec e´ventuellement un petit tube attache´
verticalement dans la structure de I-fibre´.
En appliquant ce the´ore`me a` un scindement de Heegaard de genre minimal du re-
veˆtement M ′, on obtient une version sous-logarithmique des conjectures de Lackenby
sur le gradient de Heegaard et le gradient de Heegaard fort.
Le the´ore`me principal s’applique e´galement dans le cadre d’une de´composition
circulaire associe´e a` une classe d’homologie non triviale. Nous obtenons par exemple
des conditions suffisantes pour qu’une classe d’homologie non triviale de M corres-
ponde a` une fibration sur le cercle. Des me´thodes analogues permettent aussi de
donner une condition suffisante pour qu’une surface incompressible plonge´e dans M
soit une fibre virtuelle.
Enfin, nous donnons un crite`re pour que dans une tour de reveˆtements finis le
premier nombre de Betti tende vers l’infini.
6Summary.
In the setting of hyperbolic 3-manifolds, Thurston conjectured that every connec-
ted, orientable, complete hyperbolic 3-manifold of finite volume has a finite cover
fibered over the circle S1.
Having this conjecture in mind, it seems natural to look for sufficient conditions
to ensure that a given finite cover of a hyperbolic 3-manifold M is fibered over the
circle, or contains a virtual fiber (i.e. an embedded surface the preimage of which is
a fiber in another finite cover).
The main result of this thesis establishes the following general criterion :
Theorem A. Let M be a connected, oriented and closed hyperbolic 3-manifold. De-
note by Inj(M) the injectivity radius of M and let  ≤ 1
2
Inj(M). Take M ′ → M a
covering of finite degree d and F an embedded pseudo-minimal surface in M ′ such
that M ′ cut along F is the disjoint union of q handlebodies and compression bodies
C1, . . . , Cq. Let g ≥ maxj=1,...,q{g(Cj)}. Furthermore, suppose that every simple clo-
sed curve embedded in the interior of Cj of length at most  is null-homotopic in
Cj.
There exists an explicit constant k = k(,Vol(M)) > 0, depending only on  and
the volume Vol(M) such that if the covering degree d is large enough to have
k g ln g < ln ln
d
q
,
then the covering M ′ contains an incompressible embedded surface of genus at most
g which is a virtual fiber. In particular, the manifold M virtually fibers over the circle
S1 and the finite covering M ′ is Haken.
An embedded surface S in a Riemannian 3-manifold is called pseudo-minimal
if it is minimal or the boundary of a small regular neighborhood of a minimal non-
orientable surface, possibly with a little tube attached vertically in the I-bundle
structure.
Applying this theorem to a minimal genus Heegaard splitting of the finite cover
M ′ leads to a sub-logarithmic version of Lackenby’s conjectures of the Heegaard
gradient and the strong Heegaard gradient.
The main theorem also applies to the setting of a circular decomposition asso-
ciated to a non trivial homology class. For example, we obtain sufficient conditions
for a non trivial homology class of M to correspond to a fibration over the circle.
Similar methods lead also to a sufficient condition for an incompressible embedded
surface in M to be a virtual fiber.
Eventually, we give a criterion to show that the first Betti number in a tower of
finite covers tends to infinity.
Introduction.
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8La compre´hension des varie´te´s de dimension trois, en particulier des varie´te´s
hyperboliques, a beaucoup progresse´ ces dernie`res anne´es, notamment graˆce a` Per-
elman et la de´monstration du the´ore`me de ge´ome´trisation, mais aussi a` l’e´tude des
groupes kleiniens. Dans le cadre des varie´te´s hyperboliques comple`tes et de volume
fini, Thurston a propose´ une conjecture frappante qui est toujours ouverte.
Conjecture 1 (Thurston). [T, Question 17 du paragraphe 6]
Toute varie´te´ hyperbolique de dimension trois connexe, orientable, comple`te et de
volume fini posse`de un reveˆtement fini qui est fibre´ sur le cercle S1.
Si une varie´te´ M de dimension trois posse`de un reveˆtement fini fibre´ sur le cercle
S1, on dit qu’elle est virtuellement fibre´e sur le cercle. Dans le cas des varie´te´s
graphe´es de Waldhausen (qui ne sont pas hyperboliques), elles sont virtuellement
fibre´es si leur bord n’est pas vide, mais il existe des exemples de varie´te´s graphe´es
sans bord qui ne fibrent pas virtuellement sur le cercle.
La difficulte´ de la conjecture 1 de Thurston re´side en partie dans le fait qu’il
n’existe que des crite`res suffisants permettant de conclure qu’une varie´te´ de dimen-
sion trois est fibre´e sur le cercle. De plus, ceux-ci sont peu nombreux et de´licats a`
mettre en oeuvre en pratique. En particulier, il est difficile de savoir a priori quel
type de reveˆtement conside´rer parmi tous les reveˆtements finis de la varie´te´.
La classe d’homologie de la fibre d’une varie´te´ de dimension trois fibre´e sur le
cercle n’est pas triviale. Ainsi, une varie´te´ M fibre´e sur le cercle a son premier
nombre de Betti b1(M) strictement positif. Une version homologique plus faible de
la conjecture 1 de Thurston est la suivante.
Conjecture 2 (du premier nombre de Betti virtuellement positif). Toute varie´te´ hy-
perbolique de dimension trois connexe, orientable, comple`te et de volume fini posse`de
un reveˆtement fini dont le premier nombre de Betti est strictement positif.
Une surface incompressible est une surface F connexe, compacte, orientable,
proprement plonge´e dans M , qui n’est pas une sphe`re de dimension deux et dont le
groupe fondamental s’injecte dans celui de M . Si de plus elle n’est pas paralle`le au
bord de M , elle est dite essentielle. Une varie´te´ dont le premier nombre de Betti
est strictement positif contient une surface plonge´e incompressible (voir par exemple
[J, Lemme III.9] et [He, Lemme 6.5]). Plus ge´ne´ralement, une varie´te´ irre´ductible
M est de Haken si elle contient une surface incompressible. Il existe des exemples
de varie´te´s hyperboliques qui ne sont pas de Haken. Une telle varie´te´ M admet
beaucoup de reveˆtements finis. On peut espe´rer que l’un de ses reveˆtements finis soit
de Haken : on dit alors que M est virtuellement de Haken. D’ou` la forme plus
faible de la conjecture, due a` Waldhausen.
Conjecture 3 (Waldhausen [Wa1]). Toute varie´te´ de dimension trois connexe, com-
pacte, orientable, irre´ductible et de groupe fondamental infini est virtuellement de
Haken.
Dans le cas d’une varie´te´ hyperbolique a` bord, la conjecture 2 est automatique-
ment ve´rifie´e d’apre`s les travaux de Cooper, Long et Reid [CLR]. Le the´ore`me de
ge´ome´trisation de Perelman implique que la conjecture 3 reste ouverte uniquement
9dans le cas des varie´te´s hyperboliques sans bord. Comme une varie´te´ virtuellement
fibre´e sur le cercle est virtuellement de Haken, la conjecture 1 de Thurston implique
la conjecture 2, qui elle-meˆme implique la conjecture 3 de Waldhausen.
Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e, compacte et sans bord.
On dit que le premier nombre de Betti de M est virtuellement infini s’il existe
une famille (Mi → M)i∈I de reveˆtements finis de M telle que supi∈I b1(Mi) = +∞.
Dans le cadre hyperbolique, on a la conjecture suivante.
Conjecture 4. Le premier nombre de Betti d’une varie´te´ hyperbolique de dimension
trois connexe, oriente´e, compacte et sans bord est virtuellement infini.
Cette conjecture est plus forte que la conjecture 2. Le cas a` bord a e´te´ re´solu
par Cooper, Long et Reid [CLR]. Sinon, meˆme dans le cas des varie´te´s fibre´es sur le
cercle, on ne sait pas de´montrer la conjecture 4.
Dans son article [A], Agol e´nonce une condition ne´cessaire pour qu’une varie´te´ M
de dimension trois irre´ductible soit virtuellement fibre´e sur le cercle. Cette condition
repose sur une proprie´te´ du groupe fondamental de la varie´te´ M , appele´e RFRS (re´-
siduelle finitude Q-re´soluble), plus forte que la re´siduelle finitude. Tout sous-groupe
d’un groupe RFRS est lui-aussi RFRS. On dit qu’un groupe Γ est virtuellement
RFRS s’il contient un sous-groupe d’indice fini qui est RFRS. En particulier, les
groupes de surface, de re´flexions, les groupes artiniens a` angles droits, les groupes
hyperboliques arithme´tiques de´finis par une forme quadratique, les produits directs
et les produits libres de groupes RFRS sont virtuellement RFRS.
The´ore`me (Agol). Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, compacte, sans
bord, orientable et irre´ductible. Supposons que le groupe fondamental de M est RFRS
et que le premier nombre de Betti de M est non nul. Alors M est virtuellement fibre´e
sur le cercle.
D’autre part, les re´cents travaux de Dani Wise ([Wi]) sur la structure de groupes
munis d’une hie´rarchie quasi-convexe impliqueraient qu’une varie´te´ de dimension
trois hyperbolique est virtuellement de Haken si et seulement si elle est virtuellement
fibre´e sur le cercle.
Un autre point de vue concerne l’e´tude des scindements de Heegaard. Notons
χh−(M) = 2g(M)−2 la caracte´ristique de Heegaard de M , ou` g(M) est le genre
de Heegaard de M . Un scindement de Heegaard est dit fortement irre´ductible
s’il n’existe aucun couple de disques me´ridiens de part et d’autre de la surface de
Heegaard et qui ne s’intersectent pas. La caracte´ristique de Heegaard forte de
M , note´e χsh− (M), est la borne infe´rieure de 2g(F )− 2 pour toute surface F qui est
une surface de Heegaard de M fortement irre´ductible, avec la convention que s’il
n’existe aucun scindement de Heegaard de M fortement irre´ductible, χsh− (M) = +∞
(voir le paragraphe 0.1).
Lackenby [La3] a propose´ un programme pour relier les conjectures pre´ce´dentes
au comportement de la caracte´ristique de Heegaard dans des reveˆtements finis d’une
varie´te´ M . Pour ce faire, il a introduit deux nouveaux invariants qui controˆlent la
croissance de la caracte´ristique de Heegaard dans des reveˆtements finis.
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Il de´finit le gradient de Heegaard de M , note´ ∇h(M), comme la borne in-
fe´rieure sur tous les reveˆtements finis Mi → M du rapport χ
h
−(Mi)
di
, ou` di est le
degre´ du reveˆtement Mi. De meˆme, il de´finit le gradient de Heegaard fort de M ,
note´ ∇sh(M), comme la borne infe´rieure sur tous les reveˆtements finis Mi →M du
rapport
χsh− (Mi)
di
.
La croissance de la caracte´ristique de Heegaard dans une tour de reveˆtements
finis de M est au plus line´aire en le degre´ du reveˆtement, et le gradient de Heegaard
d’une varie´te´ compacte, connexe, orientable et virtuellement fibre´e est nul. Dans le
cas hyperbolique, Lackenby [La3, p. 320] conjecture que la re´ciproque est vraie :
Conjecture 5 (du gradient de Heegaard). Le gradient de Heegaard d’une varie´te´
hyperbolique M de dimension trois, compacte, connexe et orientable est nul si et
seulement si la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le cercle.
Si la conjecture 1 est vraie, le gradient de Heegaard d’une varie´te´ hyperbolique
devrait toujours eˆtre nul. Par contre, Lackenby conjecture que ce n’est pas le cas
pour le gradient de Heegaard fort.
Conjecture 6 (du gradient de Heegaard fort). Le gradient de Heegaard fort des va-
rie´te´s hyperboliques de dimension trois compactes, sans bord, connexes et orientables
n’est jamais nul.
Ces deux conjectures, en relation avec la proprie´te´ (τ) (de´finie a` la section 0.2),
interviennent dans le programme de Lackenby pour re´soudre la conjecture 3 de
Waldhausen (voir le The´ore`me 1.7 de [La3]).
Un autre the´ore`me de Lackenby constitue une avance´e vers la re´solution de la
conjecture 1 de Thurston.
The´ore`me . [La1, The´ore`me 1 (3)]
Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe, oriente´e, compacte
et sans bord. Soit (Mi →M)i∈I une famille de reveˆtements finis de M galoisiens de
degre´s di.
Si limi→+∞
χh−(Mi)
4√di = 0, alors pour tout indice i assez grand, le reveˆtement Mi est
fibre´ sur le cercle.
Un des buts de cette the`se est de sortir du cadre des reveˆtements galoisiens et
de s’inte´resser au cas ge´ne´ral. Dans ce contexte, Maher [Mah] montre qu’une varie´te´
hyperbolique et sans bord est virtuellement fibre´e sur le cercle si et seulement si elle
admet une famille infinie de reveˆtements finis, pas ne´cessairement galoisiens, mais
dont le genre de Heegaard est uniforme´ment borne´. Ce re´sultat et sa me´thode de
de´monstration ont constitue´ le point de de´part de notre travail. Ce me´moire propose
des re´sultats en lien avec les conjectures pre´ce´dentes, en combinant des outils de
topologie et de ge´ome´trie riemannienne avec des me´thodes plus alge´briques venant
de la the´orie des groupes et de la combinatoire des graphes.
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Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` des reveˆtements finis donne´s de degre´
suffisamment grand. Une difficulte´ de la conjecture 1 de Thurston est de trouver
explicitement un reveˆtement fini fibre´ sur le cercle, ou tout au moins contenant
une fibre virtuelle. Un des re´sultats principaux de ce travail est un the´ore`me qui
donne un crite`re explicite permettant d’e´tablir qu’un reveˆtement fini d’une varie´te´
hyperbolique de dimension trois, connexe, oriente´e, compacte et sans bord contient
une surface plonge´e incompressible qui est une fibre virtuelle.
Rappelons que si S est une surface, χ−(S) = max(−χ(S), 0) est la partie ne´gative
de la caracte´ristique d’Euler de S. Si S est orientable, compacte, sans bord, et n’est
pas une sphe`re, alors χ−(S) = −χ(S) = |χ(S)|.
De´finition 0.1. Une surface S plonge´e dans une varie´te´ riemannienne M de di-
mension trois est dite pseudo-minimale si elle ve´rifie les proprie´te´s suivantes.
La surface S est orientable, compacte, sans bord, et S est une surface minimale ou
le bord d’un petit voisinage re´gulier d’une surface minimale non orientable, avec
e´ventuellement un petit tube attache´ verticalement dans la structure de I-fibre´.
The´ore`me A. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivite´ de M et soit  ≤
1
2
Inj(M).
Il existe une constante explicite k = k(,Vol(M)) > 0, ne de´pendant que de  et
du volume Vol(M) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes.
Soit M ′ → M un reveˆtement fini de degre´ d contenant une surface plonge´e F ,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le reveˆtement M ′ en q
corps en anses (e´ventuellement creux) C1, . . . , Cq, et ayant les proprie´te´s suivantes.
1. Tout lacet plonge´ dans Cj de longueur infe´rieure ou e´gale a`  est homotopi-
quement trivial dans Cj.
2. Supposons que k c ln c < ln ln d
q
, ou` c ≥ maxj=1,...,q{χ−(Cj)}.
Alors le reveˆtement M ′ est un fibre´ sur le cercle ou un I-fibre´ tordu, et on peut
trouver dans M ′ une fibre de genre au plus g = maxj=1...,q{g(Cj)}. En particulier,
la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1.
Ce the´ore`me est de´montre´ dans le premier chapitre. Cette de´monstration repose
sur la construction d’un produit ”long et fin”dans un des q corps en anses de M ′ dont
le volume est au moins Vol(M ′)/q. Cette construction fait l’objet de la proposition
C des Surfaces Paralle`les.
L’hypothe`se (1) du the´ore`me A est assez technique et difficile a` ve´rifier en pra-
tique. Elle n’est peut-eˆtre pas ne´cessaire.
Conjecture (∗). Le the´ore`me A reste vrai sans l’hypothe`se (1).
Remarque 0.2. Les hypothe`ses du the´ore`me A donnent une condition ne´cessaire et
suffisante pour qu’une varie´te´ hyperbolique M de dimension trois soit virtuellement
fibre´e sur le cercle. Les re´cents travaux de Dani Wise sur la structure de groupes
munis d’une hie´rarchie quasi-convexe (voir par exemple [Wi]) impliqueraient qu’une
varie´te´ de dimension trois hyperbolique M est virtuellement de Haken si et seulement
si elle satisfait les hypothe`ses du the´ore`me A.
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Au chapitre deux, nous utilisons cette construction explicite pour e´tablir un
crite`re de fibration d’un reveˆtement fini re´gulier de degre´ suffisamment grand.
The´ore`me 2.1. Soit M une varie´te´ de dimension 3 hyperbolique, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivite´ de M et soit  ≤
1
2
Inj(M). Soit M ′ → M un reveˆtement galoisien fini de degre´ d et F une sur-
face plonge´e dans M ′, compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, et qui
scinde le reveˆtement M ′ en q corps en anses (e´ventuellement creux) C1, . . . , Cq.
Soit c ≥ maxj=1,...,q{χ−(Cj)}. Supposons de plus que tout lacet plonge´ dans Cj de
longueur infe´rieure ou e´gale a`  est homotopiquement trivial dans Cj.
Il existe une constante explicite k˜ = k˜(,Vol(M)) > 0, ne de´pendant que de  et
du volume Vol(M), telle que si le degre´ d du reveˆtement galoisien ve´rifie
k˜ c2 < ln ln
d
q
,
alors le reveˆtement M ′ est fibre´ sur le cercle S1, et une fibre peut eˆtre obtenue par
chirurgie d’une composante connexe de F . En particulier, la varie´te´ M est virtuel-
lement fibre´e sur le cercle, et le reveˆtement M ′ est de Haken.
Au chapitre trois, nous de´montrons le the´ore`me E, qui est une version du the´o-
re`me A ou` l’hypothe`se (1), difficile a` ve´rifier, est remplace´e par une hypothe`se to-
pologique d’incompressibilite´, qui est ve´rifie´e dans plusieurs situations.
The´ore`me E. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivite´ de M et soit  ≤
1
2
Inj(M).
Il existe une constante explicite p = p(,Vol(M)) > 0, ne de´pendant que de  et
du volume Vol(M) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes.
Soit M ′ → M un reveˆtement fini de degre´ d contenant une surface plonge´e F ,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le reveˆtement M ′ en q
corps en anses (e´ventuellement creux) C1, . . . , Cq, et ayant les proprie´te´s suivantes.
1. Si F− est la re´union des composantes de F qui correspondent a` des bords
ne´gatifs des corps en anses Cj, F
− est une union de surfaces incompressibles.
2. Supposons que p c ln c < ln ln d
q
, ou` c = maxj=1,...,q{χ−(Cj)}.
Alors une des composantes connexe de F− est la fibre d’une fibration en surfaces
de M ′ (correspondant a` un fibre´ sur le cercle ou un I-fibre´ tordu). En particulier, la
varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1.
Ce the´ore`me peut s’appliquer dans le cadre des scindements de Heegaard. Dans
la suite du chapitre trois est e´tabli un crite`re de fibration en fonction du genre de
Heegaard et du degre´ du reveˆtement fini conside´re´.
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The´ore`me 3.21. Il existe une constante explicite k¯ = k¯(,Vol(M)) telle que pour
tout reveˆtement fini M ′ → M de degre´ d ve´rifiant k¯ χh−(M ′) lnχh−(M ′) ≤ ln ln d, le
reveˆtement M ′ contient une surface de genre au plus g(M ′) qui est la fibre d’une
fibration en surfaces. En particulier, la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le
cercle S1.
Nous de´montrons e´galement dans le troisie`me chapitre une version
“sous-logarithmique” des conjectures 5 et 6 de Lackenby sur les gradients de Hee-
gaard.
De´finition 0.3. Soit η ∈]0, 1[.
Le gradient de Heegaard η-sous-logarithmique de la varie´te´ M est de´fini
par :
∇hlog,η(M) = inf
{
χh−(Mi)
(ln ln di)η
}
,
ou` la borne infe´rieure porte sur l’ensemble (de´nombrable a` isomorphisme de reveˆte-
ment pre`s) de tous les reveˆtements finis (Mi →M)i∈I de M , de degre´s (di)i∈I .
De meˆme, on peut de´finir le gradient de Heegaard fort η-sous-logarithmique
de la varie´te´ M par
∇shlog,η(M) = inf
{
χsh− (Mi)
(ln ln di)η
}
,
ou` la caracte´ristique de Heegaard du reveˆtement fini Mi → M est remplace´e par sa
caracte´ristique de Heegaard forte.
The´ore`me 3.6. Soient M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et η ∈]0, 1[.
1. Le gradient de Heegaard η-sous-logarithmique ∇hlog,η(M) de M est nul si et
seulement si M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1.
2. Le gradient de Heegaard fort η-sous-logarithmique de M est toujours stricte-
ment positif : ∇shlog,η(M) > 0.
Dans le quatrie`me chapitre, on applique le the´ore`me principal dans le cadre
des de´compositions circulaires associe´es a` une classe d’homologie non triviale, pour
de´terminer si elle est fibre´e.
De´finition 0.4. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Si α ∈ H1(M) = H1(M,Z) est une classe de cohomologie
non triviale, notons ‖α‖ sa norme de Thurston. Par de´finition,
‖α‖ = min{χ−(R), [R] = P(α)},
ou` R est une surface compacte, sans bord, orientable, plonge´e et P(α) la classe
Poincare´-duale de α. Nous appellerons une surface R re´alisant la norme de Thurston
de α une surface ‖α‖-minimisante.
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Si R est une surface non se´parante et ‖α‖-minimisante pour une certaine classe
de cohomologie non triviale α ∈ H1(M), soit N (R) ∼= R×] − 1, 1[ un voisinage
re´gulier ouvert de R dans M , et MR = M \ N (R). Notons
h(M,α,R) = min{χ(R)− χ(S)},
ou` S est une surface de Heegaard pour (MR, R×{1}, R×{−1}). En d’autres termes,
1
2
h(M,α,R) est le nombre minimal de 1-anses qu’il faut attacher a` un voisinage
re´gulier de R× {1} dans MR pour obtenir le premier corps en anses du scindement
de Heegaard de (MR, R× {1}, R× {−1}).
Posons
h(M,α) = h(α) = min{h(M,α,R), [R] = P(α), χ−(R) = ‖α‖}.
Pour toute classe α ∈ H1(M) non triviale, soit χc−(α) = ‖α‖ + h(α), la carac-
te´ristique circulaire de α. C’est la partie ne´gative de la caracte´ristique d’Euler
d’une surface de Heegaard pour (MR, R×{1}, R×{−1}) de genre minimal, ou` R est
une surface ‖α‖-minimisante et telle que la quantite´ h(M,α,R) est minimale parmi
toutes les surfaces ‖α‖-minimisantes.
Dans ce contexte, on peut obtenir le the´ore`me suivant, qui est une adaptation
du the´ore`me 1 (3) de [La1] avec des constantes explicites.
The´ore`me 4.16. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et  ≤ Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
` = `(,Vol(M)), ne de´pendant que de  et du volume de M , et ayant les proprie´te´s
suivantes. Soit α ∈ H1(M) une classe de cohomologie non triviale et R une surface
‖α‖-minimisante. Soit M ′ → M un reveˆtement galoisien fini de M , de degre´ d.
Soit R′ une composante connexe de l’image re´ciproque de R dans le reveˆtement M ′,
et α′ la classe de cohomologie dans H1(M ′,Z) Poincare´-duale de [R′].
Si ` χc−(α
′) ≤ 4√d, alors la varie´te´ M est fibre´e sur le cercle et la surface R est
une fibre.
Le the´ore`me suivant est l’analogue pour les de´compositions circulaires associe´es
a` une classe d’homologie non triviale du the´ore`me 3.21.
The´ore`me 4.21. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit  ≤ Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
`′ = `′(,Vol(M)) ne de´pendant que de  et du volume de la varie´te´ M ve´rifiant les
proprie´te´s suivantes. Soient un reveˆtement fini M ′ → M de M de degre´ d, et une
classe de cohomologie non triviale α′ ∈ H1(M ′).
Si `′ χc−(α
′) lnχc−(α
′) ≤ ln ln d, alors toute surface R′ plonge´e dans M ′ et ‖α′‖-
minimisante est une fibre. En particulier, la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur
le cercle S1.
Par analogie avec le gradient de Heegaard sous-logarithmique de´fini pre´ce´dem-
ment, nous introduisons e´galement un gradient circulaire sous-logarithmique et nous
e´tablissons le corollaire 4.24, qui correspond a` la partie (1) du the´ore`me 3.6.
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Nous avons obtenu des crite`res pour qu’une classe d’homologie non triviale
contienne un repre´sentant qui est une fibre virtuelle. Si R est une surface plonge´e
dans M et incompressible, sa classe d’homologie est triviale si et seulement si R est
se´parante. Nous avons obtenu aussi un crite`re suffisant pour qu’une surface incom-
pressible R soit une fibre virtuelle.
De´finition 0.5. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Supposons que R est une surface incompressible, orien-
table, connexe et plonge´e dans M . Dans le cas ou` la surface R est non se´parante,
la classe [R] ∈ H2(M) n’est pas triviale. Nous appellerons la caracte´ristique de
Heegaard de la surface R le minimum de |χ(S)|, ou` S est une surface de Hee-
gaard pour (MR = M \ N (R), R× {1}, R× {−1}).
Dans le cas ou` la surface R est se´parante, la varie´te´ MR = M \N (R) est consti-
tue´e de deux composantes connexes Mg et Md. Nous appellerons la caracte´ristique
de Heegaard de la surface R le maximum de {χh−(Mg), χh−(Md)}.
Dans tous les cas, nous noterons χh−(R) la caracte´ristique de Heegaard de la
surface incompressible R.
Dans le the´ore`me suivant, la surface R n’est pas suppose´e non se´parante a priori.
The´ore`me 4.26. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit  ≤ Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
`′′ = `′′(,Vol(M)) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes. Supposons qu’il existe une sur-
face incompressible R connexe, compacte, sans bord, orientable et plonge´e dans M .
Soit M ′ →M un reveˆtement fini de M de degre´ d. Soit e´galement R′ une composante
connexe de l’image re´ciproque de R dans M ′.
Si `′′ χh−(R
′) lnχh−(R
′) ≤ ln ln d, alors la surface R est une fibre virtuelle. De plus,
si la surface R′ n’est pas se´parante, R′ est une fibre.
Remarque 0.6. L’expression explicite des constantes k, k˜, k¯, `, `′ et `′′ apparaissant
dans les divers the´ore`mes permet d’e´tudier leur comportement. Lorsque le volume
Vol(M) est fixe´ et que  tend vers ze´ro, ou que  est fixe´ et que Vol(M) tend vers
l’infini, toutes ces constantes tendent vers l’infini. Ainsi, les conditions suffisantes
deviennent de plus en plus difficiles a` ve´rifier a` mesure que le rayon d’injectivite´
diminue ou que le volume augmente.
Dans le dernier chapitre, en adaptant des techniques de Lackenby [La3], nous
e´tablissons un crite`re permettant de faire croˆıtre le premier nombre de Betti d’une
varie´te´ en passant a` une tour de reveˆtements finis.
The´ore`me 5.13. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une tour infinie . . .→Mi+1 →
Ni+1 → Mi → Ni → . . . → N1 → M de reveˆtements finis de M telle que pour tout
i ≥ 1, Mi → Ni est galoisien, de groupe Hi ' (Z/2Z)ri.
Si infi∈N χh−(Mi)[pi1M : pi1Ni]/(
√
2)ri = 0, alors limi→+∞ b1(Mi) = +∞. En
particulier, le premier nombre de Betti de M est virtuellement infini.
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Une application de ce re´sultat a` la suite de´rive´e modulo 2 (voir le paragraphe
5.2) permet d’obtenir le crite`re suivant.
Corollaire 5.15. Soient M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et . . .→ Mi → Mi−1 → . . .→ M1 → M la tour de
reveˆtements finis correspondant a` la suite de´rive´e modulo 2. Pour tout i ≥ 1, posons
ri = b1,F2(Mi−1), avec M0 = M , et Ri = r1 + r2 + . . .+ ri. Supposons que r1 ≥ 4.
Si infi∈N χh−(Mi)2
Ri−1/(
√
2)ri = 0, alors limi→+∞ b1(Mi) = +∞.
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20 0. Rappels et de´finitions.
0.1 Surfaces de Heegaard et scindements de Hee-
gaard ge´ne´ralise´s.
Nous renvoyons aux ouvrages [J], [He] et [BMP], ainsi qu’aux notes de Hatcher
[Hat] pour des rappels de topologie de dimension trois, dont nous admettrons les
re´sultats de base. Si non spe´cifie´, toutes les varie´te´s conside´re´es seront suppose´es
orientables.
Une varie´te´ M de dimension trois compacte, oriente´e, est dite irre´ductible si
toute sphe`re S2 proprement plonge´e dans M borde une boule B3 dans la varie´te´ M.
Sinon, on dit que M est re´ductible. On peut alors trouver une sphe`re S proprement
plonge´e dans M et qui ne borde aucune boule : une telle sphe`re est dite essentielle.
On rappelle e´galement qu’une surface F compacte, connexe, proprement plon-
ge´e dans M et qui n’est pas une sphe`re est incompressible si l’application i∗ :
pi1(F, x0) → pi1(M,x0) induite par l’inclusion i entre les groupes fondamentaux est
injective (pour un point base x0 sur la surface F ). D’apre`s le the´ore`me du lacet (voir
[He] ou [J]), cela revient a` dire que le bord de tout disque D plonge´ dans M intersec-
tant la surface F transversalement et tel que D ∩ F = ∂D borde un disque dans la
surface F . Une varie´te´ de dimension trois connexe, compacte, orientable, irre´ductible
et contenant une surface incompressible est dite de Haken. Si une varie´te´ M de
dimension trois connexe, compacte, orientable et irre´ductible posse`de un reveˆtement
fini qui est de Haken, la varie´te´ M est dite virtuellement de Haken.
Dans toute la suite, M est une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e,
compacte, et avec bord e´ventuellement non vide.
0.1.1 Scindements de Heegaard.
Pour une introduction de´taille´e aux scindements de Heegaard, nous renvoyons a`
l’article de Scharlemann [Sc].
De´composition en anses.
Soit M une varie´te´ de dimension 3 oriente´e. Soit un entier p entre 0 et 3. Notons
I = [0, 1].
Etant donne´ un entier p entre 0 et 3, une p-anse sur M est la donne´e une
application d’attachement f : ∂Bp × B3−p → ∂M qui est un home´omorphisme
sur son image. Si p = 0, l’application d’attachement est vide. Dans tous les cas, on
dit alors que la varie´te´ M ′ = M ∪f (Bp × B3−p) de dimension 3 est obtenue a` partir
de la varie´te´ M par attachement d’une p-anse. Nous renvoyons a` [RS] pour plus
de de´tails sur les de´compositions en anses.
Ainsi, une 0-anse est une boule B3 munie de l’application d’attachement vide.
Une 1-anse est un tube plein I × D2 rattache´ le long des deux disques {0} × D2 et
{1}×D2. Son aˆme est l’arc I ×{0} et sa coaˆme est le disque {1
2
}×D2. Une 2-anse
est aussi un tube plein D2× I, cette fois-ci rattache´ le long de l’anneau ∂D2× I. Son
aˆme est le disque D2 × {1
2
} et sa coaˆme l’arc {0} × I. Une 3-anse est une boule B3
rattache´e le long de son bord, qui est la sphe`re S2.
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Par dualite´, en inversant l’ordre des facteurs, une 1-anse I × D2 peut eˆtre vue
comme une 2-anse et re´ciproquement. Il en est de meˆme pour les 0- et 3-anses.
Un cobordisme (M,N0, N1) est la donne´e d’une varie´te´ M de dimension 3 et de
deux sous-varie´te´s N0 et N1 de M disjointes de dimension 2, e´ventuellement vides,
et ve´rifiant ∂M = N0 unionsqN1.
Soit (M,N0, N1) un cobordisme. On dit que H est une p-anse sur le cobor-
disme (M,N0, N1) si H est une p-anse sur M et si l’application d’attachement de
H est a` valeurs dans N1, i.e. si H ∩M ⊆ N1.
Une de´composition en anses du cobordisme (M,N0, N1) est la donne´e d’une
de´composition de la forme M = C0 ∪H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hk ∪ C1 telle que :
1. La varie´te´ C0 (respectivement C1) est home´omorphe a` N0× I (respectivement
N1 × I), et
2. pour tout i entre 1 et k, Hi est une anse du cobordisme (C0 ∪ H1 ∪ . . . ∪
Hi−1, N0, ∂(C0 ∪ H1 ∪ . . . ∪ Hi−1) \ N0), ou` l’on a identifie´ N0 a` l’image de
N0 × {0} dans C0 ∼= N0 × I, et N1 a` l’image de N1 × {1} dans C1 ∼= N1 × I.
Par dualite´, une de´composition en anses du cobordisme (M,N0, N1) peut eˆtre vue
comme une de´composition en anses du cobordisme (M,N1, N0) simplement en consi-
de´rant les anses duales attache´es ”en sens contraire”. Cette nouvelle de´composition
est appele´e de´composition duale.
On a le lemme important (voir par exemple [RS, ”Reordering Lemma” 6.2 p.
76]) :
Lemme 0.1. Soit M une varie´te´ de dimension 3 munie d’une de´composition en
anses.
Apre`s isotopie, on peut toujours attacher une anse d’indice plus petit avant une
anse d’indice plus grand.
Par contre, si une 1-anse puis une 2-anse sont attache´es a` M , on peut intervertir
l’ordre dans lequel ces anses sont attache´es si et seulement si l’on peut disjoindre le
bord de l’aˆme de la 2-anse du bord de la coaˆme de la 1-anse (qui sont toutes les deux
home´omorphes a` un disque).
D’apre`s le lemme 0.1, on peut re´arranger toute de´composition en anses du cobor-
disme (M,N0, N1) afin que les anses soient attache´es par indice croissant : d’abord les
0-anses, puis les 1-anses, puis les 2-anses, et pour terminer les 3-anses. Ceci conduit
a` la notion de scindement de Heegaard, que nous allons de´crire a` pre´sent.
Corps en anses et scindements de Heegaard.
Un corps en anses, ou bretzel, est le voisinage re´gulier tri-dimensionnel d’un
graphe de genre g. On peut le voir e´galement comme une surface de genre g remplie,
ou comme une boule de dimension trois a` laquelle on a rattache´ g 1-anses. Par
exemple, si g = 1, on obtient un tore solide D2 × S1.
Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e, compacte et sans bord.
Un scindement de Heegaard de M est une de´composition de la varie´te´ M en
deux corps a` g anses H0 et H1 recolle´s par un home´omorphisme de leur bord (qui
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est une surface S compacte, sans bord et de genre g). L’entier g est appele´ le genre
du scindement de Heegaard. La surface S est une surface de Heegaard de M . On
note ce scindement M = H0 ∪S H1.
Si M est une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e, compacte et a` bord
non vide, on peut encore de´finir la notion de scindement de Heegaard de M , en
utilisant des corps en anses creux.
De´finition 0.2 (Corps en anses creux). Pour obtenir un corps en anses creux H,
ou bretzel creux, on part d’une surface F compacte, sans bord, non ne´cessairement
connexe. On construit le corps en anses creux H en rattachant des 1-anses a` F × I
sur le bord F × {1}. Les composantes du bord de H correspondant a` F × {0} sont
note´es ∂−H, appele´es le bord ne´gatif de H. Les composantes de bord restantes,
∂H \ ∂−H, sont note´es ∂+H et appele´es bord positif de H. Par convention, un
corps en anses comme de´fini au paragraphe pre´ce´dent (donc qui n’a qu’une seule
composante de bord) est un corps en anses dont le bord ne´gatif est vide.
On remarque que, comme ∂+H est obtenu a` partir de ∂−H en attachant des anses
a` cette surface, la caracte´ristique d’Euler de ∂+H est ne´cessairement infe´rieure ou
e´gale a` celle de ∂−H. En particulier, le genre de ∂+H est supe´rieur ou e´gal au genre
de ∂−H.
De´finition 0.3 (Scindement de Heegaard). Soit (M,N0, N1) un cobordisme. Un
scindement de Heegaard de M associe´ au cobordisme (M,N0, N1) est la
donne´e de deux corps en anses H0 et H1 ve´rifiant :
1. ∂−H0 = N0, ∂−H1 = N1,
2. ∂+H0 ∼= ∂+H1 ∼= S avec S une surface compacte sans bord, et
3. M = H0 ∪S H1 est obtenue en recollant H0 et H1 par un home´omorphisme de
leur bord positif.
La surface S est encore appele´e surface de Heegaard de M et son genre est appele´
le genre du scindement de Heegaard M = H0 ∪S H1. Remarquons que N0 ou N1
peuvent eˆtre vides.
Si la varie´te´ M n’est pas connexe, un scindement de Heegaard de M est un
scindement de chacune des composantes connexes de M .
Deux scindements de Heegaard sont isotopes si les surfaces de Heegaard corres-
pondantes sont isotopes dans la varie´te´ M . Ils sont home´omorphes s’il existe un
home´omorphisme de M envoyant la premie`re surface de Heegaard sur la seconde.
Soit H un corps en anses, e´ventuellement creux. Un disque me´ridien de H est
un disque D proprement plonge´ dans H tel que ∂D est une courbe essentielle dans
∂+H. Un syste`me complet de disques me´ridiens pour H est une famille D de
disques me´ridiens tels que si l’on coupe H le long des disques de D, on obtient une
union disjointe de boules et ∂−H × I.
The´ore`me 0.4. Toute varie´te´ M de dimension trois, oriente´e et compacte admet
un scindement de Heegaard.
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De´monstration du the´ore`me 0.4.
Ce the´ore`me de´coule imme´diatement de l’existence d’une triangulation K de
M (voir Moise [Mo]). Dans le cas ou` le bord de M est vide, un premier corps en
anses s’obtient en prenant un petit voisinage re´gulier de K(1), le 1-squelette de la
triangulation. Le comple´mentaire n’est autre qu’un voisinage re´gulier de Γ, le 1-
squelette dual de K, et fournit le second corps en anses.
Γ
K(1)
De´finition 0.5 (Genre de Heegaard). Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe,
oriente´e et compacte. On de´finit le genre de Heegaard de M comme le minimum
des genres des surfaces de Heegaard de M . C’est un entier positif ou nul, note´ g(M).
Exemple : Les seules varie´te´s compactes, connexes, sans bord, orientables et de
genre de Heegaard infe´rieur ou e´gal a` 1 sont la sphe`re S3, S2 × S1 et les espaces
lenticulaires. En particulier, toute varie´te´ hyperbolique a un genre de Heegaard au
moins e´gal a` 2.
Un scindement de Heegaard de M associe´ au cobordisme (M,N0, N1) peut eˆtre
vu comme une de´composition en anses particulie`re ou` les anses sont attache´es par
ordre croissant d’indice. En effet, les 0- et 1-anses constituent le premier corps en
anses, de bord ne´gatif N0. Les 2- et 3-anses correspondent par dualite´ aux 1- et
0-anses du second corps en anses (de bord ne´gatif N1). Conside´rer la de´composition
duale associe´e au cobordisme (M,N1, N0) revient ainsi a` intervertir l’ordre des corps
en anses dans la de´composition de Heegaard correspondante.
Avec ce point de vue, les disques me´ridiens pour le premier corps en anses cor-
respondent aux coaˆmes des 1-anses et les disques me´ridiens du second corps en anses
aux aˆmes des 2-anses.
Le point de vue des fonctions de Morse.
Voir les de´compositions de Heegaard comme des de´compositions en anses permet
de faire le lien avec les fonctions de Morse. En effet, prenons une fonction de Morse
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f associe´e au cobordisme (M,N0, N1) telle qu’a` deux points critiques distincts cor-
respondent des valeurs critiques distinctes, et que les valeurs critiques apparaissent
par indice croissant. Autrement dit, f est une fonction de Morse a` valeurs dans [0, 1]
par exemple, ve´rifiant :
– les valeurs critiques de f sont 0 < a1 < . . . < ak < b1 < . . . < b` < 1,
– N0 = f
−1(0) si N0 6= ∅, ou 0 est une valeur critique d’indice 0 si N0 = ∅,
– N1 = f
−1(1) si N1 6= ∅, ou 1 est une valeur critique d’indice 3 si N1 = ∅,
– pour tout i entre 1 et k, ai est une valeur critique associe´e a` un point critique
d’indice 1,
– pour tout j entre 1 et `, bj est une valeur critique associe´e a` un point critique
d’indice 2.
Alors pour tout t ∈]ak, b1[, la surface de niveau f−1(t) est une surface de Heegaard
de M , et si t′ ∈]ak, b1[, les surfaces de niveau f−1(t) et f−1(t′) sont isotopes. On a
donc toute latitude pour placer la surface de Heegaard entre ak et b1. C’est ce qu’on
appelle un balayage.
On peut visualiser ce qu’est un balayage en utilisant la notion d’e´chine. Soit
M = H0 ∪S H1 un scindement de Heegaard de M . Pour i entre 0 et 1, si Hi est
un corps en anses de bord ne´gatif vide, une e´chine de Hi est un graphe Σ plonge´
dans Hi tel que Hi soit un voisinage re´gulier de Σ. Si Hi est un bretzel creux (i.e.
∂−Hi 6= ∅), une e´chine de Hi est un graphe Σ proprement plonge´ dans Hi (donc tel
que Σ∩ ∂−Hi n’est constitue´ que de sommets de valence 1), et tel que Σ∪ ∂−Hi soit
un re´tracte par de´formation de Hi. Une e´chine existe toujours. Par exemple, on peut
en obtenir une a` partir du 1-squelette d’une triangulation. Par de´finition, Hi \Σ est
diffe´omorphe au produit ∂+H × I.
∂−Hi
Hi
Σ
Si Σ0 et Σ1 sont deux e´chines de H0 et H1 respectivement pour le scindement de
Heegaard conside´re´, alors M \ (Σ0 ∪ Σ1) est diffe´omorphe au produit S × I. On a
ainsi obtenu une famille parame´tre´e par t ∈]0, 1[ de surfaces de Heegaard S×{t} de
M , deux a` deux isotopes, formant un balayage de la varie´te´ M .
0.1.2 Simplifier un scindement de Heegaard : stabilisation, re´-
ductibilite´ et re´ductibilite´ faible.
Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e et compacte, et H0∪SH1
un scindement de Heegaard de genre g de M . Il est assez facile de construire un
scindement de Heegaard de M de genre g + 1 a` partir de H0 ∪S H1 comme suit.
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Soit α un arc proprement plonge´ dans H1, avec ses deux extre´mite´s dans ∂+H1 ∼=
S et tel qu’il existe un disque D plonge´ dans H1 dont le bord est la re´union de α et
d’un arc de ∂+H1.
On peut alors rajouter a` H0 un voisinage re´gulier de α, ce qui revient a` rajou-
ter une 1-anse d’aˆme α a` H0, qu’on enle`ve a` H1. Par dualite´, c’est comme si l’on
avait rajoute´ la 1-anse de coaˆme D a` H1. On obtient ainsi un nouveau scindement
de Heegaard de M , de genre g + 1, obtenu a` partir du scindement H0 ∪S H1 par
stabilisation. On remarque que deux scindements obtenus a` partir de H0∪SH1 par
stabilisation sont isotopes.
α
S
D
H1
H0
stabilisation
α
S ′
DH ′1
H ′0
Par contre, le the´ore`me de Reidemeister et Singer (voir par exemple [Si]) montre
que deux scindements de Heegaard d’une varie´te´ donne´e sont isotopes apre`s un
certain nombre de stabilisations.
On peut ainsi toujours stabiliser un scindement. La question plus difficile est de
savoir dans quel cas un scindement de Heegaard provient d’une stabilisation d’un
scindement plus simple, i.e. dans quel cas un scindement de Heegaard peut-il eˆtre
de´stabilise´ ?
Lemme 0.6. Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, compacte et orientable.
Un scindement de Heegaard H0 ∪S H1 de M peut eˆtre de´stabilise´ si et seulement
s’il existe deux disques D0 et D1 proprement plonge´s respectivement dans H0 et H1
et s’intersectant en un unique point.
Nous renvoyons au Lemme 3.1 de [Sc] pour une preuve de ce lemme.
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D0D1
S
Scindement de Heegaard pouvant eˆtre de´stabilise´.
On a la de´finition suivante :
De´finition 0.7. Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e et com-
pacte, et un scindement de Heegaard H0∪SH1 de M . Ce scindement est dit re´duc-
tible s’il existe deux disques me´ridiens D0 et D1 proprement plonge´s dans H0 et H1
respectivement et tels que leurs bords co¨ıncident : ∂D0 = ∂D1 ⊂ S.
Un scindement de Heegaard qui n’est pas re´ductible est dit irre´ductible.
Cette de´finition revient a` dire que si le scindement de Heegaard est re´ductible,
alors il existe une sphe`re Σ (qui est l’union des deux disques pre´ce´dents) intersectant
S en un unique cercle essentiel.
Σ D1
D0
S
Scindement de Heegaard re´ductible.
Proposition 0.8. Si M est une varie´te´ de dimension trois, connexe, compacte,
oriente´e, irre´ductible qui n’est ni une sphe`re S3, ni une sphe`re troue´e, alors un
scindement de Heegaard de M est re´ductible si et seulement s’il peut eˆtre de´stabilise´.
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Cette proposition utilise le the´ore`me de Waldhausen (voir [Wa1], ainsi que [ST1]
et [O]) : tout scindement de Heegaard de genre g > 0 de la sphe`re S3 provient du
scindement de genre 0 que l’on a stabilise´ g fois.
De´finition 0.9. Un scindement de Heegaard H0 ∪S H1 de M est dit faiblement
re´ductible s’il existe deux disques me´ridiens D0 dans H0 et D1 dans H1 dont les
bords sont disjoints : ∂D0 ∩ ∂D1 = ∅.
Un scindement de Heegaard qui n’est pas faiblement re´ductible est dit fortement
irre´ductible.
Remarque 0.10. Tout scindement de Heegaard re´ductible est faiblement re´ductible.
En effet, soit un scindement de Heegaard re´ductible M = H0 ∪S H1 et deux
disques me´ridiens D0 de H0, D1 de H1 dont les bords co¨ıncident : ∂D0 = ∂D1. On
peut toujours disjoindre dans S le bord de D0 du bord de D1.
D1
D0
S
Scindement de Heegaard re´ductible, donc faiblement re´ductible.
The´ore`me 0.11 (Haken). Tout scindement de Heegaard d’une varie´te´ M de dimen-
sion trois, connexe, compacte, oriente´e et re´ductible, est re´ductible.
Tout scindement de Heegaard d’une varie´te´ M de dimension trois, connexe, com-
pacte, oriente´e et dont le bord est compressible, est faiblement re´ductible.
La preuve originelle de ce the´ore`me est bien suˆr due a` Haken [Hak]. Jaco propose
une preuve plus simple au chapitre 2 de son ouvrage [J, paragraphe II.7 p. 20]. La
version a` bord est de´montre´e dans [BO2] et [CG].
0.1.3 Scindements de Heegaard ge´ne´ralise´s, complexite´ et scin-
dements minces.
Soit un scindement de Heegaard H0 ∪S H1 de M faiblement re´ductible. Il existe
deux disques me´ridiens D0 dans H0 et D1 dans H1 ne se rencontrant pas. Soit une
de´composition en anses associe´e au scindement de Heegaard M = H0 ∪S H1 telle
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que D0 soit la coaˆme d’une 1-anse de M et D1 l’aˆme d’une 2-anse de M . Le premier
corps en anses H0 de M correspond aux 0- et 1-anses, et le second corps a` anses H1
aux 2- et 3-anses.
D’apre`s le lemme 0.1, on peut re´arranger l’ordre d’attachement des anses dans
la de´composition en anses de M en recollant la 2-anse d’aˆme D1 avant la 1-anse de
coaˆme D0.
Plus ge´ne´ralement, prenons une de´composition en anses d’un cobordisme
(M,N0, N1) constitue´e de 0-anses, puis d’une se´rie de 1-anses et de 2-anses, puis
d’une deuxie`me se´rie de 1-anses et de 2-anses, etc, jusqu’a` la n-ie`me se´rie de 1-anses
et de 2-anses, puis des 3-anses. Notons F1 le bord de la varie´te´ M1 obtenue lorsque
l’on n’a rattache´ que les 0-anses et la premie`re se´rie de 1-anses, prive´ de N0, F2 le
bord de la varie´te´ M2 obtenue en rattachant la premie`re se´rie de 2-anses a` M1 prive´
de N0, et ainsi de suite jusqu’a` F2n−1 obtenue apre`s avoir rattache´ la dernie`re se´rie de
1-anses. Apre`s une petite isotopie, on peut disjoindre les surfaces {F1, F2, . . . , F2n−1}.
Enlevons e´galement aux surfaces Fk les composantes qui sont des sphe`res bordant
les 0- ou 3-anses.
Alors les surfaces paires F2j divisent M en n varie´te´s M1, . . . ,Mn, et pour tout
j entre 1 et n, la surface impaire F2j−1 est une surface de Heegaard pour la varie´te´
Mj. Une telle de´composition H = (F1, F2, . . . , F2n−1) est appele´e un scindement
de Heegaard ge´ne´ralise´ de M associe´ au cobordisme (M,N0, N1). L’entier n
est appele´ la longueur du scindement. Un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ de
longueur 1 est un scindement de Heegaard de M usuel.
On peut repre´senter ce scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ a` l’aide du sche´ma
suivant :
N0.
F1
F2
F3
F4
...
F2n−2
F2n−1
N1
M1
M2
...
Mn
E´tant donne´e une varie´te´ M de dimension trois compacte, connexe et orientable,
il y a beaucoup de latitude pour construire un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´
de M . Cependant, il est inte´ressant de trouver de tels scindements dont les surfaces
paires et impaires sont les plus simples possibles. C’est cette ide´e que formalisent les
notions de complexite´ et de de´compositions minces.
De´finition 0.12 (Complexite´ d’une surface). Soit une surface F connexe, compacte,
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orientable et sans bord. La complexite´ de F est de´finie par :
c(F ) =
{
0 si F ∼= S2,
1− χ(F ) = 2g(F )− 1 sinon.
Si la surface F n’est pas connexe, la complexite´ de F est la somme des complexite´s
de ses composantes connexes :
c(F ) =
∑
X∈pi0(F )
c(X).
On remarque que pour toute telle surface F , −χ(F ) ≤ c(F )− 1.
La complexite´ est une alternative a` la caracte´ristique d’Euler. C’est un moyen
de mesurer a` quel point une surface est ”complique´e”, en tenant compte a` la fois du
genre et du nombre de composantes connexes, tout en imposant a` la sphe`re d’avoir
une complexite´ minimale et nulle.
Soit M une varie´te´ de dimension trois compacte, connexe et orientable, et H =
(F1, F2, . . . , F2n−1) un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ de M . La largeur du
scindement H est le n-uplet (c(F1), c(F3), . . . , c(F2n−1)), avec les re´pe´titions e´ven-
tuelles, ordonne´ par ordre de´croissant. La complexite´ du scindement H est
c+(H) = max{c(F2j−1), j = 1, . . . , n} − 1.
L’ensemble des largeurs des scindements de Heegaard ge´ne´ralise´s de M peut eˆtre
muni de l’ordre lexicographique, qui est un bon ordre. En particulier, cet ensemble
admet un minimum.
De´finition 0.13 (De´composition mince et complexite´ de M). Un scindement de
Heegaard ge´ne´ralise´ dont la largeur re´alise le minimum des largeurs des scindements
de M est appele´ une de´composition mince de M .
La complexite´ de la varie´te´ M est de´finie par :
c+(M) = max{c(F2j−1), j = 1, . . . , n} − 1 = c+(H),
ou` H = (F1, F2, . . . , F2n−1) une de´composition mince de M .
Les notions de complexite´ d’un scindement de Heegaard et de de´composition
mince ont e´te´ utilise´es par Scharlemann et Thompson dans leur article [ST2]. Le
lemme suivant donne une me´thode pour obtenir des de´compositions minces.
Lemme 0.14. Soit H = (F1, . . . , F2n−1) un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´. Sup-
posons qu’il existe un indice i pour lequel la surface F2i−1 est faiblement re´ductible.
Alors, il existe une ope´ration nomme´e chirurgie de scindements de Hee-
gaard ge´ne´ralise´s, permettant d’obtenir, a` partir du scindement H, un nouveau
scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ H′ dont la largeur est strictement plus petite que
celle de H.
De´monstration du lemme 0.14.
Supposons qu’il existe une surface F2i−1 faiblement re´ductible. On peut trouver
deux disques me´ridiens D0 et D1 de part et d’autre de la surface de Heegaard F2i−1
qui ne s’intersectent pas. Prenons une de´composition en anses de Mi associe´e au
30 0. Rappels et de´finitions.
cobordisme (Mi, F2i−2, F2i) (avec les conventions F0 = N0 et F2n = N1) n’ayant que
des 1- et 2-anses, telle que la surface impaire F2i−1 se´pare les 1-anses des 2-anses,
et que le disque me´ridien D0 corresponde a` la coaˆme d’une 1-anse et le disque D1
a` l’aˆme d’une 2-anse. D’apre`s le lemme 0.1, on peut re´arranger la de´composition en
anses en rattachant la 2-anse d’aˆme D1 avant la 1-anse de coaˆme D0.
En inversant l’ordre d’attachement de la 1-anse de coaˆme D0 et de la 2-anse
d’aˆme D1, on a cre´e´ un nouveau scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ de M : on
attache sur les 0-anses la premie`re se´rie de 1- puis 2-anses, jusqu’a` la i-e`me se´rie de
1-anses a` l’exception de la 1-anse de coaˆme D0. Puis on attache la 2-anse d’aˆme D1,
puis la 1-anse de coaˆme D0, puis la i-ie`me se´rie de 2-anses sauf celle d’aˆme D1 qui
est de´ja` attache´e. On termine la de´composition en attachant la (i+ 1)-ie`me se´rie de
1- et 2-anses, jusqu’a` la n-ie`me se´rie de 1- et 2-anses, puis les 3-anses. On a donc
introduit une se´rie supple´mentaire de 1- et 2-anses, correspondant a` la 1-anse de
coaˆme D0 et a` la 2-anse d’aˆme D1. Notons G1 la surface obtenue apre`s avoir attache´
les anses jusqu’a` la i-ie`me se´rie de 1-anses sauf la 1-anse de coaˆme D0, G2 la surface
obtenue apre`s avoir rattache´ la 2-anse d’aˆme D1, puis G3 la surface obtenue apre`s
avoir rattache´ la 1-anse restante, de coaˆme D0. Comme pre´ce´demment, on disjoint
ces surfaces par une petite isotopie et on enle`ve les composantes qui sont des sphe`res
bordant des 0- et 3-anses. Le nouveau scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ H′ de M
correspond alors aux surfaces (F1, . . . , F2i−2, G1, G2, G3, F2i, F2i+1, . . . , F2n−1).
F2i−1
D1
D0
G2
G3
G1
De´finition 0.15. L’ope´ration de´crite ci-dessus permettant d’obtenir a` partir du
scindement H un nouveau scindement de Heegaard ge´ne´ralise´
H′ = (F1, . . . , F2i−2, G1, G2, G3, F2i, F2i+1, . . . , F2n−1) est appele´e une chirurgie de
scindements de Heegaard ge´ne´ralise´s.
La surface G1 est obtenue a` partir de F2i−1 en effectuant une chirurgie de long
de D0. Ainsi, c(G1) ≤ c(F2i−1)− 1.
La surface G3 est obtenue en effectuant une chirurgie de F2i−1 le long du disque
D1, donc on a aussi
c(G3) ≤ c(F2i−1)− 1.
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Comme la largeur du scindement de Heegaard ge´ne´ralise´
H′ = (F1, . . . , F2i−2, G1, G2, G3, F2i, F2i+1, . . . , F2n−1) est le (n+ 1)-uplet
(c(F1), . . . , c(F2i−3), c(G1), c(G3), . . . , c(F2i+1), . . . , c(F2n−1)) ordonne´ par ordre de´-
croissant, elle est strictement plus petite que la largeur de la de´composition H =
(F1, . . . , F2n−1).
De´finition 0.16. Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e et com-
pacte, et H = (F1, . . . , F2n−1) un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ de M .
Soit SH l’ensemble des scindements de Heegaard ge´ne´ralise´s obtenus a` partir de
H par chirurgies de scindements de Heegaard ge´ne´ralise´s. Un e´le´ment H′ ∈ SH
minimisant la largeur est appele´e un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ H-mince.
Proposition 0.17. Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e et
compacte, et H un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ de M .
Tout scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ H-mince H′ = (F1, . . . , F2n−1) ve´rifie
les proprie´te´s suivantes.
1. Les surfaces impaires F2i−1 correspondent a` des surfaces de Heegaard fortement
irre´ductibles.
2. Les surfaces paires F2i sont des surfaces incompressibles de M .
3. De plus, si la varie´te´ M est irre´ductible, alors aucune composante des surfaces
paires n’est une sphe`re.
La preuve de cette proposition est une conse´quence du lemme 0.14. Nous ren-
voyons a` [CG] et [ST2], ainsi qu’a` la de´monstration de la proposition 4.6 qui lui est
analogue.
Le corollaire suivant (voir par exemple [CG, The´ore`me 3.1 p. 280], ou [Sc, The´o-
re`me 3.11 p.932]) se de´duit directement de la proposition 0.17.
Corollaire 0.18. Soit M une varie´te´ de dimension trois compacte, connexe et orien-
table, et un scindement de Heegaard H0∪SH1 de M faiblement re´ductible. Alors soit
ce scindement est re´ductible, soit M contient une surface incompressible.
Ce corollaire pourrait permettre d’e´tudier la conjecture sur les varie´te´s irre´duc-
tibles virtuellement de Haken : si on arrive a` trouver un scindement de Heegaard de
M irre´ductible mais faiblement re´ductible, alors M est de Haken.
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0.2 Combinatoire des groupes.
0.2.1 Graphes de Cayley et de Schreier, complexes de Cayley.
Ce paragraphe donne les rappels utiles a` la lecture du chapitre cinq.
Soit G un groupe de type fini et S une famille ge´ne´ratrice finie syme´trique (i.e.
stable par passage a` l’inverse) de G.
De´finition 0.19 (Graphe de Cayley). Le graphe de Cayley (a` droite) de G
relativement a` S est le graphe X(G,S) = X(G) = (V,E) ou` l’ensemble des
sommets V est en bijection avec G, et les areˆtes sont les triplets e = (h, g, s) ∈
G×G×S ve´rifiant g = hs. L’areˆte oppose´e est e¯ = (g, h, s−1) puisque par syme´trie
de S, s−1 ∈ S. Le sommet initial de e est o(e) = h et son sommet terminal est
t(e) = g. Pour alle´ger les notations, nous e´crirons souvent simplement e = (h, g).
Pour une introduction aux graphes de Cayley, nous renvoyons par exemple a`
[GdlH, Chapitre 1 §2 p. 4 et Appendice §3.1 p. 248].
Si l’e´le´ment neutre de G n’appartient pas a` S, e 7→ e¯ est une involution sans
point fixe et X(G,S) = (V,E, )¯ = (V,E) est bien un graphe suivant la de´finition
de Serre [Se, paragraphe 2.1 p. 22].
La re´alisation ge´ome´trique d’un graphe X = (V,E, )¯ est l’espace topologique
V unionsq (E × [0, 1])/R ou` V et E sont vus comme des ensembles munis de la topologie
discre`te et R est la relation d’e´quivalence sur V unionsq (E × [0, 1]) engendre´e par les
relations :
∀(e, t) ∈ E × [0, 1], (e, t) ∼ (e¯, 1− t),
(e, 0) ∼ o(e), et
(e, 1) ∼ t(e).
C’est un CW-complexe de dimension 0 ou 1, que nous noterons aussi X. En
particulier, les graphes de Cayley peuvent eˆtre re´alise´s ge´ome´triquement comme
des CW-complexes de dimension 1. La projection d’une areˆte dans la re´alisation
ge´ome´trique d’un graphe est appele´e une areˆte ge´ome´trique de X.
Puisque la famille S engendre le groupe G, le graphe de Cayley X(G,S) est
connexe. On rappelle qu’un graphe est k-re´gulier si tous ses sommets ont valence
k, c’est-a`-dire pour un sommet donne´, il y a exactement k areˆtes de E ayant ce
sommet pour sommet initial. Avec cette de´finition, le graphe X(G) est |S|-re´gulier.
De plus, si l’e´le´ment neutre e de G n’appartient pas a` la famille S, alors X(G,S)
n’a pas de boucle (une areˆte ayant ses sommets initiaux et terminaux e´gaux).
Si H < G est un sous-groupe de G (non ne´cessairement distingue´), alors le
graphe de Schreier de H\G relativement a` S est le graphe X(H\G,S) =
X(H\G) = (V,E) dont l’ensemble des sommets V est H\G et les areˆtes sont les
triplets (Hh,Hg, s) ∈ H\G × H\G × S avec Hh = Hgs. L’areˆte oppose´e a` e est
e¯ = (Hg,Hh, s−1). Le sommet initial de e est o(e) = Hh et son sommet terminal
est t(e) = Hg. Pour alle´ger les notations, nous e´crirons souvent simplement e =
(Hh,Hg).
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Le groupe G agit par multiplication a` gauche sur lui-meˆme. Cette action induit
une action sur les sommets du graphe de Cayley de G respectant les areˆtes. Cette
action peut donc s’e´tendre en une action du groupe G par automorphismes de graphe
sur le graphe de Cayley X(G). De plus, cette action est libre et propre.
De fac¸on plus ge´ne´rale, soient deux sous-groupes H et L de G, avec H distingue´
dans L : H C L. Le groupe H\L = L/H agit sur les classes a` droite de H\G par
multiplication a` gauche : on a le morphisme
φ : H\L → S(H\G)
H` 7→ {Hg 7→ H`.Hg = H`g}.
De plus, cette action est libre : si ` ∈ L est tel qu’il existe g ∈ G ve´rifiant
H`.Hg = Hg, alors H`g = Hg, ce qui implique que H` = H est l’e´le´ment neutre de
L/H.
En outre, si g et g′ ∈ G sont tels qu’il existe s ∈ S ve´rifiant Hg′ = Hgs, alors
pour tout ` ∈ L, on a aussi H`g′ = H`gs, donc l’action de L/H pre´serve les areˆtes
du graphe de Schreier X(H\G).
Proposition 0.20. Le morphisme
φ : H\L → S(H\G)
H` 7→ {Hg 7→ H`.Hg = H`g}.
se prolonge en une action libre de L/H sur X(H\G) par automorphismes de graphes.
Le quotient de X(H\G) par cette action est X(L\G) et la projection X(H\G)→
X(L\G) est un reveˆtement galoisien, de groupe L/H.
En particulier, en prenant H = {e}, le graphe de Schreier de L\G est le quotient
du graphe de Cayley de G par l’action de L.
Si H est distingue´ dans G, le graphe de Schreier de H\G est en fait le graphe de
Cayley du groupe H\G = G/H relativement a` la famille ge´ne´ratrice S˜ = {Hs, s ∈
S}. Ce graphe peut e´ventuellement avoir des areˆtes doubles qui correspondent a`
deux ge´ne´rateurs dans S ayant la meˆme image dans H\G. Il peut aussi avoir des
boucles, s’il existe un e´le´ment de S contenu dans H.
Ainsi, par l’action du groupe L/H, on peut obtenir le graphe de Schreier X(L\G)
a` partir du graphe de Schreier X(H\G). Il est e´galement possible d’obtenir le graphe
de Cayley X(H\L) du groupe L/H a` partir des deux graphes de Schreier pre´ce´dents,
a` l’aide de la construction de´crite ci-dessous, expose´e par Lackenby [La3].
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L/H
X(L\G) X(H\G) X(H\L)
T
T`1
T`2
T`3
T`4
`1
`2
`3
`4
Relier entre eux graphes de Schreier et de Cayley.
Prenons un arbre maximal T dans X(L\G). Il contient tous les sommets de
X(L\G).
La pre´image de T par le reveˆtement X(H\G) → X(L\G) est une foreˆt F dans
X(H\G), qui contient tous les sommets de X(H\G). Les composantes connexes de
F sont en bijection avec les e´le´ments de L/H. Notons F =
⊔
`∈L/H T`, ou` les T` sont
les composantes connexes de F . Par convention, Te est la composante connexe de F
contenant la classe H de H\G, et pour tout ` ∈ L/H, T` = ¯`·Te. Ce sont des arbres.
On peut alors construire un graphe de Cayley X(H\L) a` partir de X(H\G)
en re´tractant chaque arbre T` de F en un seul sommet `. Les areˆtes des arbres
T` disparaissent, par contre toutes les autres areˆtes de X(H\G) subsistent dans
X(H\L). L’ensemble des sommets de X(H\L) est en bijection avec L/H.
Le lemme suivant sera utilise´ de manie`re cruciale au chapitre cinq.
Lemme 0.21. Supposons le groupe L d’indice fini dans G, et notons d = [G :
L]. Il existe une famille ge´ne´ratrice finie syme´trique Σ de L en bijection avec les
areˆtes de X(L\G) qui n’appartiennent pas a` l’arbre maximal T et telle que pour
tout sous-groupe H distingue´ dans L, le graphe de´crit par la construction pre´ce´dente
est isomorphe au graphe de Cayley X(H\L,Σ) de L/H relativement a` Σ. De plus,
|Σ| − 1 = d(|S| − 1).
Cette me´thode est une traduction en termes de graphes de Cayley de la me´thode
de Reidemeister-Schreier permettant d’obtenir une pre´sentation finie de L a` partir
d’une pre´sentation finie du groupe G. Pour plus de de´tails, nous renvoyons a` [Ba,
Chapitre III The´ore`me 4 p. 32 et paragraphe 6 p. 55].
On peut e´galement construire un 2-complexe cellulaire K dont G est le groupe
fondamental. Plus pre´cise´ment, on a la de´finition suivante.
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De´finition 0.22 (Complexe de Cayley). Le 2-complexe de Cayley de G associe´
a` la pre´sentation finie 〈S,R〉 est un 2-complexe K ayant un seul sommet v. Le
1-squelette K(1) de K est l’espace topologique quotient {v} unionsq (S × [0, 1])/∼, ou` S est
munie de la topologie discre`te et ∼ est la relation d’e´quivalence engendre´e par :
∀ s ∈ S, t ∈ [0, 1], (s, t) ∼ (s−1, 1− t)
(s, 0) ∼ v
(s, 1) ∼ v.
Les faces ou 2-cellules de K sont en bijection avec les relations de R. Plus pre´cise´-
ment, notons la projection p : {v} unionsq (S × [0, 1]) → K(1). Une face correspondant a`
la relation r = s1 . . . sm est un disque D2 recolle´ par l’application d’attachement
fr : ∂D2 ∼= [0, 1]/0∼1 → K(1)
t 7→ p
(
si, t− i− 1
m
)
si t ∈
[
i− 1
m
,
i
m
[
.
Soit K le 2-complexe de Cayley associe´ a` un groupe G de pre´sentation finie
〈S,R〉. On peut construire un reveˆtement universel K˜ de K de la manie`re suivante :
K˜ est un 2-complexe dont le 1-squelette est le graphe de Cayley X = X(G,S), et
les 2-cellules sont des faces attache´es le long de tous les chemins de X constitue´s par
les relations de R : e´tant donne´ un sommet x de X, on conside`re tous les chemins
ferme´s partant de x e´tiquete´s par les mots des relations de R, et on rattache une
2-cellule pour chacun de ces chemins, avec une application d’attachement similaire a`
celle du 2-complexe de Cayley de G associe´ a` la pre´sentation finie 〈S,R〉. On ve´rifie
que K˜ est simplement connexe et que l’action naturelle de G sur K˜ est une action
par automorphismes de reveˆtements. De plus, le quotient de K˜ par cette action est
le 2-complexe de Cayley K du groupe G.
De´finition 0.23 (Complexe universel, et complexe de Cayley d’un sous-groupe d’in-
dice fini de G). Le 2-complexe K˜ obtenu pre´ce´demment est appele´ le complexe
universel associe´ a` la pre´sentation finie 〈S,R〉 de G.
Soit H un sous-groupe d’indice fini de G (non ne´cessairement distingue´). Le sous-
groupe H agit sur K˜ par automorphismes de reveˆtement. On obtient par passage au
quotient un 2-complexe KH = H\K˜. Ce 2-complexe est appele´ le complexe de
Cayley associe´ a` (H\G,S).
Le groupe fondamental de KH est isomorphe a` H.
K˜
KH = H\K˜
K
H
G
pi1(K˜, ∗) = {0}
pi1(KH , ∗) ∼= H
pi1(K, ∗) ∼= G
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Puisque le 1-squelette de K˜ n’est autre que le graphe de Cayley X(G,S) de G, le
1-squelette de KH est le graphe de Schreier X(H\G,S). En effet, l’action du groupe
H sur K˜ restreinte au 1-squelette de K˜ est exactement la meˆme que l’action du
groupe H dans le reveˆtement galoisien de graphes X(G,S)
H→ X(H\G,S). On en
de´duit que le 1-squelette de KH n’est autre que X(H\G,S). En particulier, les 0- et
1-cochaˆınes de KH sont les 0- et 1-cochaˆınes de X(H\G,S).
0.2.2 Constantes de Cheeger et proprie´te´ (τ).
Constante de Cheeger combinatoire.
Dans la suite, les sous-groupes conside´re´s seront toujours d’indice fini dans G,
et donc les graphes de Schreier associe´s seront toujours des graphes finis connexes.
C’est pourquoi nous ne nous inte´resserons qu’aux graphes finis connexes.
Soit un graphe fini connexe X = (V,E), ou` V est l’ensemble des sommets de X
et E l’ensemble de ses areˆtes.
Si A est un sous ensemble de V , on note ∂A (le ”bord” de A) le sous-ensemble de
E des areˆtes d’origine un sommet de A et d’extre´mite´ un sommet de V \A = Ac, le
comple´mentaire de A dans V .
De´finition 0.24 (Constante de Cheeger). Soit X = (V,E) un graphe fini connexe
ayant au moins deux sommets. La constante de Cheeger de X est de´finie par :
h(X) = min
{ |∂A|
|A| , A ⊂ V, A 6= ∅ et |A| ≤
|V |
2
}
.
En un certain sens, la constante de Cheeger mesure la ”connectivite´” du graphe :
plus elle est grande, plus un nombre important de sommets sont relie´s entre eux et
plus l’information se propage vite dans le graphe (voir par exemple l’introduction de
[DSV, An Overview p. 1]).
Constante de Cheeger riemannienne.
Soit (M, g) une varie´te´ riemannienne connexe, oriente´e, compacte et sans bord.
On a une analogie entre la constante combinatoire h pour un graphe fini et une
constante similaire pour M . Cette analogie est loin d’eˆtre fortuite, en re´alite´ elle
re´sulte d’une ”analogie” plus profonde, qui est l’existence de quasi-isome´tries entre
une varie´te´ riemannienne compacte et certains graphes que l’on peut plonger dans
cette varie´te´.
De´finition 0.25 (Constante isope´rime´trique de Cheeger). La constante de Chee-
ger d’une varie´te´ riemannienne (M,g) de volume fini est :
h(M) = inf
A
{
Aireg(∂A)
Volg(A)
}
,
ou` A parcourt les sous-varie´te´s de M ve´rifiant 0 < Volg(A) ≤ Volg(M)2 .
Les constantes de Cheeger combinatoires et riemanniennes sont relie´es par la
proposition suivante.
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Proposition 0.26. Soit (M, g) une varie´te´ riemannienne compacte, connexe et sans
bord et (Mi →M)i∈I une famille de reveˆtements riemanniens finis de M . Soit S une
famille ge´ne´ratrice finie pour le groupe fondamental de M . Pour tout i ∈ I, notons
Xi = X(pi1Mi\pi1M,S) le graphe de Schreier associe´ a` pi1(Mi)\pi1(M).
Il existe deux constantes strictement positives c et C ne de´pendant que de S et
de la classe d’isome´trie de M telles que l’on ait pour tout i :
c ≤ h(Mi)
h(Xi)
≤ C.
Proprie´te´ (τ).
La proprie´te´ (τ) est une version plus faible de la proprie´te´ (T ) de Kazhdan,
introduite par Lubotzky dans les anne´es 1990 [Lu] et de´nomme´e (τ) par analogie
avec la proprie´te´ (T ) dont elle est tre`s proche. Pour une pre´sentation de´taille´e de
cette proprie´te´, nous renvoyons a` [Lu] et [LZ].
Soit Γ un groupe discret de type fini, et (Γi)i∈I une famille de sous-groupes
distingue´s et d’indice fini dans Γ. Soit S une famille ge´ne´ratrice finie de Γ. Pour tout
i, soit Xi = X(Γi\Γ, S) le graphe de Cayley (fini connexe) correspondant au groupe
fini Γi\Γ.
De´finition 0.27 (Proprie´te´ (τ)). Le groupe Γ posse`de la proprie´te´ (τ) relati-
vement a` la famille (Γi)i∈I s’il existe 1 > 0 tel que tout indice i ∈ I, h(Xi) ≥ 1.
On dit que Γ posse`de la proprie´te´ (τ) s’il posse`de la proprie´te´ (τ) relativement
a` la famille de ses sous-groupes distingue´s d’indice fini.
Remarque 0.28. La proprie´te´ (τ) est inde´pendante de la famille ge´ne´ratrice finie
S choisie.
Remarque 0.29. Supposons que Γ soit le groupe fondamental d’une varie´te´ rie-
mannienne M . Pour tout i ∈ I, soit Mi le reveˆtement fini de M correspondant au
sous-groupe Γi de Γ. La proposition 0.26 montre que Γ posse`de la proprie´te´ (τ) rela-
tivement a` la famille (Γi)i∈I si et seulement s’il existe 2 > 0 tel que pour tout indice
i ∈ I, h(Mi) ≥ 2.
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Chapitre 1
Trouver une fibre virtuelle dans un
reveˆtement fini.
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1.1 The´ore`me principal.
Soit F une surface connexe, compacte, sans bord et orientable. On note c+(F ) =
max(0, 2g(F ) − 1) la complexite´ de F . Si F n’est pas connexe, c+(F ) est alors
la somme des complexite´s c+(F
′) des composantes connexes F ′ de F . On de´finit
e´galement χ−(F ) = max(0,−χ(F )) la partie ne´gative de la caracte´ristique d’Euler
de F . Remarquons que χ−(F ) ≤ c+(F )− 1.
Pour un corps en anses C (e´ventuellement creux), notons χ−(C) = χ−(∂+C). Si
S est une union de composantes connexes de ∂−C, d’apre`s cette de´finition, χ−(S) ≤
χ−(C).
Une surface S plonge´e dans une varie´te´ riemannienne M de dimension trois
est dite pseudo-minimale si elle ve´rifie les proprie´te´s suivantes. La surface S est
orientable, compacte, sans bord, et S est une surface minimale ou le bord d’un petit
voisinage re´gulier d’une surface minimale non orientable, avec e´ventuellement un
petit tube attache´ verticalement dans la structure de I-fibre´.
Le the´ore`me suivant est le the´ore`me principal de ce chapitre.
The´ore`me A. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivite´ de M et soit  ≤
1
2
Inj(M).
Il existe une constante explicite k = k(,Vol(M)) > 0, ne de´pendant que de  et
du volume Vol(M) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes.
Soit M ′ → M un reveˆtement fini de degre´ d contenant une surface plonge´e F ,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le reveˆtement M ′ en q
corps en anses (e´ventuellement creux) C1, . . . , Cq, et ayant les proprie´te´s suivantes.
1. Tout lacet plonge´ dans Cj de longueur infe´rieure ou e´gale a`  est homotopi-
quement trivial dans Cj.
2. Supposons que k c ln c < ln ln d
q
, ou` c ≥ maxj=1,...,q{χ−(Cj)}.
Alors le reveˆtement M ′ est un fibre´ sur le cercle ou un I-fibre´ tordu, et on peut
trouver dans M ′ une fibre de genre au plus g = maxj=1...,q{g(Cj)}. En particulier,
la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1.
L’hypothe`se (1) du the´ore`me A est assez technique, et n’est peut-eˆtre pas ne´ces-
saire.
Conjecture (∗). Le the´ore`me A reste vrai sans l’hypothe`se (1).
Remarque 1.1. L’expression explicite de la constante k permet d’e´tudier son com-
portement : lorsque le volume Vol(M) est fixe´ et que  tend vers ze´ro, ou lorsque
 est fixe´ et que le volume Vol(M) tend vers l’infini, k tend vers l’infini. Ainsi, a`
mesure que le rayon d’injectivite´ de M diminue ou que son volume augmente, l’in-
e´galite´ du the´ore`me A devient de plus en plus difficile a` ve´rifier. C’est e´galement le
cas pour toutes les autres constantes explicites dans les re´sultats de cette the`se dont
la formulation est analogue a` celle du the´ore`me A.
Remarque 1.2. Les hypothe`ses du the´ore`me A donnent une condition ne´cessaire et
suffisante pour qu’une varie´te´ hyperbolique M de dimension trois soit virtuellement
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fibre´e sur le cercle. Les re´cents travaux de Dani Wise sur la structure de groupes
munis d’une hie´rarchie quasi-convexe (voir par exemple [Wi]) impliqueraient qu’une
varie´te´ de dimension trois hyperbolique M est virtuellement de Haken si et seulement
si elle satisfait les hypothe`ses du the´ore`me A.
De´monstration du the´ore`me A.
Supposons qu’il existe un reveˆtement fini M ′ → M de M de degre´ d ve´rifiant
les hypothe`ses du the´ore`me A. La de´monstration repose sur trois propositions cle´s,
dont la preuve fera l’objet des paragraphes suivants. Notons g = c
2
+ 1. C’est une
borne supe´rieure pour le genre des bords des corps en anses de M ′.
Lemme 1.3. Parmi les corps en anses C1, . . . , Cq de M
′, il en existe un, notons-le
C, tel que
Vol(C) ≥ Vol(M) d
q
.
De´monstration du lemme 1.3.
La preuve du lemme est imme´diate, puisqu’il y a q corps a` anses C1, . . . , Cq, et
que Vol(M ′) = dVol(M).
Choisissons un corps en anses C comme dans le lemme 1.3.
Lemme 1.4. Soit k0 = max
{
ln(4(2a′+1))
2 ln 2
, 1 + ln(1+ln(12V3/Vol(M))
2 ln 2
}
, ou` V3 est le volume
maximal d’un te´trae`dre hyperbolique ide´al dans H3 et a′ = 6(21/4 + 3/4pi + 3/4 +
2/ sinh2(/4)).
Si k0 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln d/q et Vol(M) ≥ pi/2, alors on peut remplacer les
surfaces du bord de C par des surfaces simpliciales, et le corps en anses C ′′ obtenu
apre`s ces modifications ve´rifie :
Vol(C ′′) ≥ 1
4
Vol(C) ≥ Vol(M)d
4q
.
Ce lemme sera de´montre´ au paragraphe 1.2.1. Pour alle´ger les notations, nous
noterons encore C le nouveau corps en anses C ′′ obtenu par ce lemme.
De´finition 1.5. Soit x un point de C et S une surface immerge´e dans C. On dit que
S se´pare x de ∂+C si tout chemin oriente´ d’origine x et dont l’extre´mite´ appartient
a` ∂+C a son nombre alge´brique d’intersection avec S e´gal a` +1.
Si deux surfaces S et T plonge´es dans C sont telles que S se´pare tout point de
T de ∂+C, on dit que S se´pare T de ∂+C. Dans ce cas, les surfaces S et T sont
dites emboˆıte´es.
Rappelons que le genre d’un corps en anses (e´ventuellement creux) est note´
g(C) = g(∂+C), et correspond au genre de son bord positif.
Pour tout re´el x, notons dxe la partie entie`re supe´rieure de x, i.e. le plus petit
entier supe´rieur ou e´gal a` x. De meˆme, bxc de´signe la partie entie`re infe´rieure de x,
qui correspond au plus grand entier infe´rieur ou e´gal a` x. Par convention, dxe et bxc
seront nuls si x est ne´gatif.
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Pour  > 0, le -diame`tre d’une surface riemannienne S est le nombre minimal
de boules de rayon  pour la me´trique de S ne´cessaires pour recouvrir la surface S.
Si S est plonge´e dans une varie´te´ riemannienne de dimension trois M , le -diame`tre
dans la varie´te´ ambiante M est le nombre minimal de boules de M de rayon 
ne´cessaires pour recouvrir S.
La proposition suivante repre´sente une e´tape de´cisive dans la construction d’un
certain nombre de surfaces paralle`les dans le corps en anses C. Il s’agit d’une adap-
tation du lemme 4.5 p. 2251 de [Mah]. Sa preuve fera l’objet du paragraphe 1.2.
Proposition B (des Surfaces Emboˆıte´es).
Soit δ le diame`tre du corps en anses C inclus dans M ′,  ≤ Inj(M)/2, K =
4
(
3 + 1
sinh 
8
2
)
g(C) − 10 et K ′ = 2a′χ−(C). Supposons que k0 χ−(C) lnχ−(C) ≤
ln ln d
q
.
Avec ces hypothe`ses, il existe au moins n = d δ
36K
− 2
9
− K′
9K
e surfaces orientables,
disjointes, emboˆıte´es et immerge´es dans C. Toutes ces surfaces sont homotopes a`
des surfaces obtenues a` partir de ∂+C par compressions. De plus, ces surfaces ont
un -diame`tre dans M ′ majore´ par K et deux surfaces sont toujours se´pare´es l’une
de l’autre par une distance d’au moins 10K.
Graˆce a` cette proposition, on peut obtenir au moins n = d δ
36K
− 2
9
− K′
9K
e surfaces
emboˆıte´es, immerge´es dans le corps en anses C. Ces surfaces sont disjointes deux
a` deux et homotopes a` certaines composantes connexes de surfaces obtenues par
chirurgie a` partir de ∂+C. En particulier, le genre de ces surfaces est compris entre
0 et g(C), le genre de C (qui est par hypothe`se infe´rieur ou e´gal a` g = c/2 + 1).
On peut ainsi trouver au moins b n
g(C)+1
c telles surfaces qui ont le meˆme genre. La
prochaine e´tape consiste a` remplacer ces surfaces immerge´es et emboˆıte´es par des
surfaces plonge´es et deux a` deux paralle`les.
Proposition C (des Surfaces Paralle`les).
Soit δ le diame`tre du corps en anses C inclus dans M ′,  ≤ Inj(M)/2, K =
4
(
3 + 1
sinh 
8
2
)
g(C) − 10 et K ′ = 2a′χ−(C). Supposons que k0 χ−(C) lnχ−(C) ≤
ln ln d
q
.
Avec ces hypothe`ses, il existe au moins m = (b 1
g(C)+1
d δ
36K
− 2
9
− K′
9K
ec−4) surfaces
orientables, paralle`les, connexes et plonge´es dans C, se´pare´es les unes des autres par
une distance supe´rieure ou e´gale a` K, et chaque surface peut eˆtre recouverte par
au plus K boules plonge´es dans M ′ de rayon 2 (donc en particulier, le diame`tre
dans la varie´te´ ambiante M ′ de chacune de ces surfaces est uniforme´ment majore´
par 4K).
La de´monstration de cette proposition fait l’objet du paragraphe 1.3.
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Notons
a = 2
(
3 +
1
sinh2( 
8
)
)
,
b = 2
(
1 +
2
sinh2( 
8
)
)
et
a′ = 6
(
21
4
+
3
4pi
+
3
4
+
2
sinh2( 
4
)
)
.
Lemme 1.6. Sous les hypothe`ses du the´ore`me A et avec ces notations, on peut
trouver dans le corps en anses C de M ′ au moins m surfaces plonge´es, paralle`les et
disjointes ve´rifiant les conclusions de la proposition C, avec
m ≥ 2
χ−(C) + 4
 ln
(
d
q
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχ−(C) + b)
− 2
9
(1 +
a′
a
)
− 5.
De´monstration du lemme 1.6.
Le nombrem de surfaces paralle`les et plonge´es dans C obtenues par la proposition
C est e´gal a` :
m = b 1
g(C) + 1
d δ
36K
− 2
9
− K
′
9K
ec − 4,
ou`
K = 4
(
3 +
1
sinh 
8
2
)
g(C)− 10
= aχ−(C) + b,
et
K ′ = 2a′χ−(C).
Il existe une relation entre le diame`tre δ du corps en anses C et le rapport d/q.
D’une part,
Vol(C) ≤ Vol (BH3 (δ)) = pi(sinh(2δ)− 2δ) ≤ pi
2
e2δ.
Remarque 1.7. Le second logarithme de l’expression ln ln d
q
provient de l’estimation
ci-dessus reliant le diame`tre d’une varie´te´ hyperbolique de dimension trois avec son
volume.
D’autre part, le lemme 1.4 fournit la borne infe´rieure
Vol(C) ≥ Vol(M) d
4q
,
qui conduit a` l’estimation
δ ≥ 1
2
ln
(
d
q
)
+
1
2
ln
(
Vol(M)
2pi
)
. (1.1)
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En particulier, si d/q tend vers l’infini, δ tend aussi vers l’infini.
Dans l’expression de m apparaˆıt le rapport K
′
9K
. Mais
K ′
9K
=
2a′χ−(C)
9aχ−(C) + 9b
=
2a′
9a+ 9b/χ−(C)
≤ 2a
′
9a
.
Ainsi, en remplac¸ant le rapport K ′/9K par 2a′/9a et en tenant compte de l’in-
e´galite´ (1.1), on obtient la minoration suivante :
m ≥ b 2
χ−(C) + 4
d
ln
(
d
q
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχ−(C) + b)
− 2
9
− 2a
′
9a
ec − 4
≥ 2
χ−(C) + 4
 ln
(
d
q
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχ−(C) + b)
− 2
9
(1 +
a′
a
)
− 5,
ce qui ache`ve la de´monstration du lemme 1.6.
Les m surfaces paralle`les construites a` la proposition C sont des candidates pour
eˆtre des fibres virtuelles. Mais il faut encore en se´lectionner certaines pour obtenir
une fibration virtuelle de la varie´te´ de de´part M .
Soit D un polye`dre fondamental de Dirichlet pour M plonge´ dans le reveˆtement
universel M˜ ' H3. Les translate´s de D sous l’action des transformations de re-
veˆtement forment un pavage du reveˆtement universel M˜ . En projetant ce pavage
par l’application de reveˆtement H3 → M ′, on obtient un pavage du reveˆtement fini
M ′ →M par d copies de D. Chacune des m surfaces paralle`les, connexes et plonge´es
dans M ′ obtenues a` la proposition C intersecte un nombre fini de copies de D dont
la re´union est connexe. Un tel ensemble est appele´ un motif de domaines fon-
damentaux. Ainsi, un motif de domaines fondamentaux est une re´union connexe
de copies de D recolle´es le long de certaines de leurs faces de dimension 2. On peut
supposer que les surfaces plonge´es intersectent le 2-squelette du pavage transversa-
lement. Autrement dit, on peut supposer qu’aucune surface ne rencontre un sommet
des polye`dres fondamentaux, que les surfaces intersectent les areˆtes en des points
isole´s et qu’elles intersectent transversalement les faces de dimension 2 des polye`dres.
Lemme 1.8. Soit D un polye`dre fondamental de Dirichlet pour M dans H3. Notons
α le nombre de faces de D de dimension 2.
Soit ` ∈ N. Le nombre de manie`res de recoller au plus ` copies de D pour former
un motif de domaines fondamentaux est majore´ par
(
α
√
2 `
)α`
.
De´monstration du lemme 1.8.
Pour tout ` ∈ N, notons B(`) le nombre de manie`res possibles de recoller entre
elles au plus ` copies de D afin de former un motif de domaines fondamentaux. Il
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nous faut trouver un majorant du nombre de fac¸ons d’identifier deux a` deux certaines
faces d’au plus ` polye`dres de Dirichlet.
On remarque tout d’abord que le nombre de faces d’un motif d’au plus ` domaines
fondamentaux est majore´ par α`. Par conse´quent, il y a au plus (α`)! ≤ (α`)α` fac¸ons
d’identifier deux a` deux ces faces.
Si (F1, F2) est une paire de faces de dimension 2, on peut choisir de les recoller
l’une a` l’autre par une isome´trie renversant l’orientation h : F1 −→ F2 (si une telle
isome´trie existe entre ces deux faces). Cette isome´trie correspond a` une re´flexion de
H3 d’hyperplan contenant une des faces de D (appele´e en Anglais ”pairing trans-
formation”, voir par exemple [Mar, Proposition 3.5.1 p. 117]). Ainsi, si une telle
isome´trie existe, elle est unique. On peut aussi de´cider de ne pas recoller ces deux
faces entre elles : par convention, nous dirons que ces deux faces sont apparie´es par
le recollement vide. Par suite, il y a au plus deux fac¸ons de recoller F1 a` F2 : le re-
collement vide et le recollement associe´ a` une re´flexion de H3 d’hyperplan contenant
une des faces de D.
Finalement, il y a au plus (α`)! 2
α`
2 ≤ (α√2 `)α` fac¸ons de recoller au plus ` copies
du polye`dre fondamental D pour former un motif de domaines fondamentaux, ce qui
conclut la preuve du lemme 1.8.
Le lemme suivant permet de majorer le nombre α de faces de dimension 2 d’un
polye`dre fondamental D et son diame`tre dans H3 en fonction du volume de la varie´te´
M et d’un minorant de son rayon d’injectivite´.
Lemme 1.9. Soit D un polye`dre fondamental de Dirichlet pour la varie´te´ M plonge´
dans le reveˆtement universel M˜ ' H3. Soit α le nombre des faces de D de dimension
2 et diam(D) son diame`tre dans H3. Ces deux quantite´s sont majore´es comme suit :
diam(D) ≤ 8Vol(M)
pi(sinh(2)− 2) =: D, (1.2)
et
α ≤ pi(sinh(4D)− 4D)
Vol(M)
− 1. (1.3)
Si S est une surface plonge´e dans le reveˆtement M ′ de M qui peut eˆtre recouverte
par au plus K boules plonge´es dans M ′ de rayon ′ ≤ Inj(M), alors S intersecte au
plus L images de D dans M ′, avec
L ≤ bpi(sinh(2D + 2
′)− 2D − 2′)
Vol(M)
Kc. (1.4)
De´monstration du lemme 1.9 :
Pour prouver l’ine´galite´ (1.2), remarquons tout d’abord que diam(D) ≤ 2 diam(M).
En effet, il existe w ∈ H3 tel que D = {x ∈ H3 , d(γ(w), x) ≥ d(w, x) ∀γ ∈ pi1(M)}.
Si x et y ∈ D ve´rifient d(x, y) = diam(D), alors
diam(D) = d(x, y) ≤ d(x,w) + d(y, w) ≤ 2 diam(M).
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Prenons x et y ∈ M tels que d(x, y) = diam(M), et soit γ une ge´ode´sique
minimisante de x a` y. Par de´finition, lgr (γ) = diam(M). Soit B une famille de
points de γ de cardinal maximal parmi de telles familles ve´rifiant que deux boules de
rayon  et dont les centres sont deux points distincts de B sont d’inte´rieurs disjoints.
Montrons que la re´union des boules de centres appartenant a` B et de rayon 2
recouvre γ. Sinon, il existe un point z de γ qui n’appartient a` aucune de ces boules,
donc a` distance strictement plus grande que 2 de chacun des points de B. Mais cela
signifie que l’inte´rieur de la boule de centre z et rayon  ne rencontre aucune boule
ouverte de centre un point de B et de rayon , ce qui contredit la maximalite´ du
cardinal de B.
Ainsi, |B| ≥ lgr (γ)
4
. Comme les boules de centres appartenant a` B et de rayon 
sont d’inte´rieurs disjoints, on en de´duit l’ine´galite´ des volumes :
Vol(M) ≥
∑
u∈B
Vol(B(u, ))
≥ lgr (γ)
4
Vol(BH3())
≥ diam(M)
4
pi(sinh(2)− 2),
ce qui de´montre l’ine´galite´ (1.2).
De´montrons l’ine´galite´ (1.3). A toute face F de dimension 2 deD, on peut associer
un unique translate´ gF (D) de D adjacent a` D le long de F . Comme le diame`tre de
gF (D) est aussi e´gal a` diam(D) ≤ D, tout point x ∈ gF (D) est a` distance au plus
dist(x, F ) + diam(D) ≤ 2D de w ∈ D. Ainsi, la boule de centre w et de rayon 2D
contient a` la fois le polye`dre D et la re´union de tous les translate´s gF (D), ou` F est
une 2-face de D. Comme ces polye`dres sont d’inte´rieurs disjoints, en passant aux
volumes, on obtient :
(α + 1)Vol(D) ≤ Vol(BH3(w, 2D)),
et donc
α ≤ pi(sinh(4D)− 4D)
Vol(M)
− 1.
L’ine´galite´ (1.4) se prouve de manie`re analogue. Notons B l’ensemble des centres
d’une famille de K boules plonge´es dans M ′ de rayon ′ et dont la re´union recouvre
la surface S. Soit N = ∪x∈BB(x,D + ′). Ces boules ne sont pas ne´cessairement
isome´triques a` des boules hyperboliques plonge´es dans H3 puisque D+ ′ > Inj(M).
Cependant, N contient tout polye`dre fondamental de M ′ intersectant S.
En effet, soit x un point d’un polye`dre fondamental de M ′ qui rencontre S.
Prenons y ∈ S tel que d(x, y) = dist(x, S) ≤ D. Comme y est un point de S, il existe
une boule B(x, ′) avec x ∈ B contenant y. Ainsi, d(z, x) ≤ d(z, y)+d(y, x) ≤ D+′,
ce qui prouve que z ∈ B(x, ′ +D) ⊂ N .
Soit L le nombre d’images de D que la surface S intersecte. En comparant les
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volumes, on obtient :
LVol(D) ≤ Vol(N )
LVol(M) ≤ |B|Vol(BH3(′ +D))
L ≤ pi(sinh(2
′ + 2D)− 2′ − 2D)
Vol(M)
K,
ce qui de´montre l’ine´galite´ (1.4), puisque L est un entier naturel.
La proposition cle´ qui suit est une version quantitative du Lemme 4.12 p. 2258
de [Mah]. Sa de´monstration fera l’objet du paragraphe 1.4.
Proposition D (des Motifs).
Supposons l’existence de m surfaces disjointes deux a` deux paralle`les, connexes,
orientables, plonge´es dans le reveˆtement M ′, se´pare´es les unes des autres par une
distance d’au moins r > 0. Supposons de plus que chacune de ces surfaces peut eˆtre
recouverte par au plus K boules plonge´es dans M ′ de rayon ′ ≤ Inj(M).
Soit D un polye`dre fondamental de Dirichlet pour M plonge´ dans le reveˆtement
universel M˜ ' H3. Notons D un majorant du diame`tre de D et α un majorant du
nombre de ses faces de dimension 2.
Pour tout ` ∈ N, soit B(`) un majorant du nombre de motifs possibles d’au plus
` polye`dres fondamentaux. Soit L = bpi(sinh(2D+2′)−2D−2′)
Vol(M)
Kc.
Si r/(2D+1) ≥ 1 et m
α2L2B(L)
≥ 4, ou si r/(2D+1) ≤ 1 et ( r
2D+1
m− 1) 1
α2L2B(L)
≥
4, alors la varie´te´ de de´part M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1, et les m
surfaces paralle`les dans M ′ sont des fibres virtuelles.
Remarque 1.10. Le premier logarithme dans l’expression ln ln d
q
et la fonction de
la complexite´ c ln(c) dans l’hypothe`se k c ln(c) < ln ln d
q
proviennent de l’utilisation
du lemme combinatoire 1.8 (fournissant une estimation de B(`)) dans la preuve de
cette proposition.
Nous sommes a` pre´sent en mesure de terminer la de´monstration du the´ore`me A
modulo les propositions B, C et D qui seront de´montre´es aux prochains paragraphes.
Rappelons que
a = 2
(
3 +
1
sinh2( 
8
)
)
,
b = 2
(
1 +
2
sinh2( 
8
)
)
et
a′ = 6
(
21
4
+
3
4pi
+
3
4
+
2
sinh2( 
4
)
)
.
Le but a` pre´sent est d’appliquer la proposition D aux m surfaces paralle`les ob-
tenues a` la proposition C, avec
r = K = (aχ−(C) + b), et
K = aχ−(C) + b.
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Notons
D =
8Vol(M)
pi(sinh(2)− 2) ,
α =
pi(sinh(4D)− 4D)
Vol(M)
− 1, et
σ =
pi(sinh(2D + 4)− 2D − 4)
Vol(M)
.
D’apre`s le lemme 1.9, D est un majorant du diame`tre du domaine fondamental D,
et le nombre de faces de dimension 2 de D est au plus α.
D’autre part, L = bpi(sinh(2D+4)−2D−4)
Vol(M)
Kc. En particulier,
L ≤ pi(sinh(2D + 4)− 2D − 4)
Vol(M)
(aχ−(C) + b) = σ(aχ−(C) + b).
Affirmation 1. Il existe deux constantes c1 ≥ 2 et k1 > 0, ne de´pendant que de  et
du volume Vol(M), telles que si χ−(C) ≤ c1 et k1 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln d/q, alors
les hypothe`ses de la proposition D sont satisfaites. En particulier, M est virtuelle-
ment fibre´e sur le cercle et les m surfaces paralle`les plonge´es dans le reveˆtement M ′
de la proposition C sont des fibres virtuelles.
De plus, on peut prendre c1 =
1
a
(
16Vol(M)
pi(sinh(2)−2) +
1

− b
)
, et
k1 =
1
2 ln 2
ln (72(2D + 1)(c1 + 4)
(
3 + 2(ασ)2(ac1 + b)
2(
√
2ασ(ac1 + b))
ασ(ac1+b)
)
+ 16(1 +
a′
a
)(ac1 + b)− ln
(
Vol(M)
2pi
)
).
De´monstration de l’affirmation 1.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, r = (aχ−(C) + b) et 2D+ 1 =
16Vol(M)
pi(sinh(2)−2) + 1. Ainsi, si
χ−(C) ≤ c1 = 1a
(
16Vol(M)
pi(sinh(2)−2) +
1

− b
)
, alors r ≤ 2D+1. Nous sommes donc dans le
second cas de la proposition D, et ses hypothe`ses sont satisfaites si
(
r
2D+1
m− 1) 1
α2L2B(L)≥ 4.
Le lemme 1.6 et l’expression de r permettent d’obtenir la condition suffisante :
 2(aχ−(C) + b)
(2D + 1)(χ−(C) + 4)
 ln
(
d
q
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχ−(C) + b)
− 2
9
(1 +
a′
a
)
− 6
 1
α2L2B(L)
≥ 4.
Remplac¸ons L par sa majoration σ(aχ−(C) + b). D’apre`s le lemme 1.8, on peut
prendre pour B(L) la fonction B(L) = (
√
2αL)αL ≤ (√2ασ(aχ−(C)+b))ασ(aχ−(C)+b).
On obtient ainsi la condition suffisante 2(aχ−(C) + b)
(2D + 1)(χ−(C) + 4)
 ln
(
d
q
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχ−(C) + b)
− 2
9
(1 +
a′
a
)
− 6
 ≥
4(ασ)2(aχ−(C) + b)2(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b),
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soit encore
ln
(
d
q
)
≥ 72(2D + 1)(χ−(C) + 4)(3 + 2(ασ)2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ (aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b)) + 16(1 +
a′
a
)(aχ−(C) + b)− ln
(
Vol(M)
2pi
)
.
Comme 2 ≤ χ−(C) ≤ c1, un calcul montre que les hypothe`ses de la proposition D
sont ve´rifie´es si
ln ln
(
d
q
)
χ−(C) lnχ−(C)
≥ 1
2 ln 2
ln (72(2D + 1)(c1 + 4)(3 + 2(ασ)
2(ac1 + b)
2
(
√
2ασ(ac1 + b))
ασ(ac1+b)) + 16(1 +
a′
a
)(ac1 + b)− ln
(
Vol(M)
2pi
)
) = k1.
Ceci de´montre l’affirmation 1.
Affirmation 2. Il existe deux constantes c2 ≥ c1 et k2 > 0, ne de´pendant que
de  et Vol(M), telles que si χ−(C) ≥ c2 et k2 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln d/q, alors
les hypothe`ses de la proposition D des Motif sont ve´rifie´es. En particulier, M est
virtuellement fibre´e sur le cercle et les m surfaces plonge´es paralle`les dans M ′ sont
des fibres virtuelles.
De plus, on peut prendre k2 = 4ασa, et
c2 = max{c1, 1
a
(
ln 5− ln(4α2σ2(2a+ b)2)
ασ ln(2
√
2ασa)
− b
)
,
1
a
(
ln(1 + a
′
a
)− ln(108α2σ2(2a+ b)2)
ασ ln(
√
2ασ(2a+ b))
− b
)
, b/a, 4, 2
√
2ασa,
b
a
+
4
ασa
,
ln(18432α2σ2a3(2
√
2ασa)ασb)
ασa ln 2
,
1
a
 1
ασ ln(
√
2ασ(2a+ b))
ln
 1
4α2σ2(2a+ b)2
(
∣∣∣− ln Vol(M)2pi − 29(1 + a′a )∣∣∣
216(2a+ b)
− 5)
− b
}.
De´monstration de l’affirmation 2.
Comme χ−(C) ≥ c2 ≥ c1, le calcul du de´but de la de´monstration de l’affirmation
1 montre que r ≥ 2D+ 1. Ainsi, on est dans le premier cas de la proposition D. Ses
hypothe`ses sont ve´rifie´es dans ce cas si m
α2L2B(L)
≥ 4. Or, en tenant compte du lemme
1.6 et des ine´galite´s L ≤ σ(aχ−(C) + b) et B(L) ≤ (
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b),
on obtient la condition suffisante :
2
χ−(C) + 4
 ln
(
d
q
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχ−(C) + b)
− 2
9
(1 +
a′
a
)
− 5 ≥
4α2σ2(aχ−(C) + b)2(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b),
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qui peut e´galement s’e´crire
ln
(
d
q
)
≥ 72(aχ−(C) + b)(χ−(C) + 4
2
(4α2σ2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) + 5) +
2
9
(1 +
a′
a
))− ln Vol(M)
2pi
,
ou encore
ln ln
(
d
q
)
≥ ln (72(aχ−(C) + b)(χ−(C) + 4
2
(4α2σ2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) + 5) +
2
9
(1 +
a′
a
))− ln Vol(M)
2pi
).
Lorsque χ−(C) devient tre`s grande, l’expression qui domine dans le membre
de droite de cette dernie`re ine´galite´ se comporte comme ασaχ−(C) lnχ−(C). C’est
pourquoi un calcul explicite montre que si χ−(C) ≥ c2, alors
ln(72(aχ−(C) + b)(
χ−(C) + 4
2
(4α2σ2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) + 5) +
2
9
(1 +
a′
a
))− ln Vol(M)
2pi
)
≤ 4ασaχ−(C) lnχ−(C).
Ainsi, en notant k2 = 4ασa, si χ−(C) ≥ c2 et Vol(M) ≥ 2pi, supposer que
k2 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln d/q implique que la condition suffisante ci-dessus est sa-
tisfaite, et donc que les conclusions de la proposition D sont ve´rifie´es.
De´taillons a` pre´sent les calculs. Il reste a` montrer que si χ−(C) ≥ c2 et Vol(M)2pi ≥ 1,
alors
F (χ−(C)) ≤ 4ασaχ−(C) lnχ−(C), (1.5)
ou`
F (χ−(C)) = ln(72(aχ−(C) + b)(
χ−(C) + 4
2
(4α2σ2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) + 5) +
2
9
(1 +
a′
a
))− ln Vol(M)
2pi
).
Si Vol(M) ≥ 2pi, ln(Vol(M)/2pi) ≥ 0, et
F (χ−(C)) ≤ ln(72(aχ−(C) + b)(χ−(C) + 4
2
(4α2σ2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) + 5) +
2
9
(1 +
a′
a
))).
D’autre part, si Vol(M) < 2pi, comme χ−(C) ≥ c2 et que c2 est minore´e par
1
a
 1
ασ ln(
√
2ασ(2a+ b))
ln
 1
4α2σ2(2a+ b)2
(
∣∣∣− ln Vol(M)2pi − 29(1 + a′a )∣∣∣
216(2a+ b)
− 5)
− b
 ,
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− ln Vol(M)
2pi
≤ 72(aχ−(C) + b)(χ−(C) + 4
2
(4α2σ2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) + 5) +
2
9
(1 +
a′
a
)).
Donc dans tous les cas,
F (χ−(C)) ≤ ln(144(aχ−(C) + b)(χ−(C) + 4
2
(4α2σ2(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) + 5) +
2
9
(1 +
a′
a
))).
Comme
χ−(C) ≥ c2 ≥ 1
a
(
ln 5− ln(4α2σ2(2a+ b)2)
ασ ln(2
√
2ασa)
− b
)
,
5 ≤ 4α2σ2(2a+ b)2(2
√
2ασa)ασ(aχ−(C)+b)
≤ 4α2σ2(aχ−(C) + b)2(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b),
et donc
F (χ−(C)) ≤ ln(144(aχ−(C) + b)(4α2σ2(χ−(C) + 4)(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b) +
2
9
(1 +
a′
a
))).
Comme
χ−(C) ≥ c2 ≥ 1
a
(
ln(1 + a
′
a
)− ln(108α2σ2(2a+ b)2)
ασ ln(
√
2ασ(2a+ b))
− b
)
,
2
9
(1 +
a′
a
) ≤ 4α2σ2(aχ−(C) + b)2(χ−(C) + 4)(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b).
Ainsi,
F (χ−(C)) ≤ ln(1152(aχ−(C) + b)α2σ2(χ−(C) + 4)(aχ−(C) + b)2
(
√
2ασ(aχ−(C) + b))ασ(aχ−(C)+b))
≤ ln(1152α2σ2) + 3 ln(aχ−(C) + b) + ln(χ−(C) + 4)
+ (ασ(aχ−(C) + b)) ln(
√
2ασ(aχ−(C) + b))
≤ ln(1152α2σ2a3) + 3 ln(χ−(C) + b/a) + ln(χ−(C) + 4)
+ασb ln(
√
2ασa) + ασb ln(χ−(C) + b/a) + ασa ln(
√
2ασa)χ−(C)
+ασaχ−(C) ln(χ−(C) + b/a)
≤ ln(1152α2σ2a3(
√
2ασa)ασb) + (3 + ασb) ln(χ−(C) + b/a)
+ ln(χ−(C) + 4) + ασa ln(
√
2ασa)χ−(C) + ασaχ−(C) ln(χ−(C) + b/a).
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Puisque χ−(C) ≥ c2 ≥ b/a et χ−(C) ≥ c2 ≥ 4, il vient
F (χ−(C)) ≤ ln(1152α2σ2a3(
√
2ασa)ασb) + (4 + ασb) ln(2χ−(C))
+ασa ln(
√
2ασa)χ−(C) + ασaχ−(C) ln(2χ−(C))
≤ ln(1152α2σ2a3(
√
2ασa)ασb24+ασb) + (4 + ασb) ln(χ−(C))
+ασa ln(2
√
2ασa)χ−(C) + ασaχ−(C) ln(χ−(C)).
– Comme χ−(C) ≥ c2 ≥ 2
√
2ασa, on a
ασa ln(2
√
2ασa)χ−(C) ≤ ασaχ−(C) lnχ−(C).
– D’autre part, χ−(C) ≥ c2 ≥ ba + 4ασa , ce qui entraˆıne que
(4 + ασb) lnχ−(C) ≤ ασaχ−(C) lnχ−(C).
– Enfin, χ−(C) ≥ c2 ≥ ln(18432α2σ2a3(2
√
2ασa)ασb)
ασa ln 2
, aussi
ln(18432α2σ2a3(2
√
2ασa)ασb) ≤ ασaχ−(C) ln 2 ≤ ασaχ−(C) lnχ−(C).
Ainsi, lorsque χ−(C) ≥ c2, on a l’ine´galite´
F (χ−(C)) ≤ 4ασaχ−(C) lnχ−(C),
ce qui de´montre l’affirmation 2 avec k2 = 4ασa.
Affirmation 3. Si c1 ≤ χ−(C) ≤ c2, les conclusions de la proposition D sont encore
ve´rifie´es si k3 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln dq , avec
k3 =
1
c1 ln c1
ln (36(ac2 + b)(c2 + 4)
(
4(ασ)2(ac2 + b)
2(
√
2ασ(ac2 + b))
ασ(ac2+b) + 5
)
+ 16(ac2 + b)(1 +
a′
a
)− ln Vol(M)
2pi
).
De´monstration de l’affirmation 3.
Comme χ−(C) ≥ c1, nous sommes dans le cas ou` r ≥ 2D+ 1, et le raisonnement
est le meˆme que pour la de´monstration de l’affirmation 1, en tenant compte de
l’encadrement de χ−(C).
Fin de la de´monstration du the´ore`me A.
Posons k = max{k0, k1, k2, k3}. On obtient ainsi une constante explicite k =
k(,Vol(M)), ne de´pendant que de  ≤ Inj(M)/2 et du volume de M telle que si
k c ln c ≤ ln ln d
q
, alors on peut appliquer la proposition D : le reveˆtement M ′ contient
m surfaces plonge´es et paralle`les qui sont des fibres virtuelles.
De plus, ce sont en fait des fibres d’une fibration sur le cercle ou d’un I-fibre´
tordu. En effet, si T est une de ces surfaces, le comple´mentaire M ′T d’un voisinage
ouvert de T dans M ′ admet un reveˆtement fini qui est le produit d’une surface T ′
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par un intervalle. En particulier le groupe fondamental de la varie´te´ compacte M ′T
contient un sous-groupe de surface d’indice fini. D’apre`s [He, The´ore`me 10.6], c’est
donc un I-fibre´, e´ventuellement tordu.
En particulier, la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1. Ceci ache`ve
la de´monstration du the´ore`me A.
1.2 Trouver des surfaces emboˆıte´es.
L’objet de ce paragraphe est de prouver la proposition B des Surfaces Emboˆıte´es.
Soit C le corps en anses de M ′ obtenu au lemme 1.3. Le bord de C est pseudo-
minimal, le genre de chacune des composantes connexes du bord de C est uniforme´-
ment majore´ par g, et Vol(C) ≥ Vol(M)d
q
.
1.2.1 Quelques modifications du corps en anses.
Pour faire cette construction, il est plus aise´ de travailler dans une varie´te´ rie-
mannienne comple`te et de courbure sectionnelle infe´rieure ou e´gale a` −1. C’est le
but du lemme suivant.
Lemme 1.11. Quitte a` modifier le corps en anses C sans changer son volume de ma-
nie`re significative, on peut rajouter des colliers aux composantes connexes du bord
de C afin d’obtenir une varie´te´ riemannienne de dimension trois (non compacte)
home´omorphe a` l’inte´rieur de C, munie d’une me´trique comple`te de courbure sec-
tionnelle majore´e par −1, et qui co¨ıncide sur C avec celle induite par le plongement
de C dans M ′.
De´monstration du lemme 1.11.
On part du corps en anses C muni de la me´trique hyperbolique non comple`te
induite par celle de M ′. En modifiant le´ge`rement si ne´cessaire le corps en anses
C, on peut faire en sorte que la courbure sectionnelle intrinse`que de chacune des
composantes connexes du bord de C soit infe´rieure ou e´gale a` −1.
C’est de´ja` le cas pour les composantes du bord qui sont des surfaces minimales,
puisque leur courbure sectionnelle intrinse`que est majore´e par la courbure section-
nelle de la varie´te´ ambiante, soit par −1.
Si une composante du bord de C est le bord d’un petit voisinage re´gulier d’une
surface minimale non orientable, on peut choisir ce voisinage suffisamment petit
pour que la courbure sectionnelle intrinse`que de cette surface pseudo-minimale soit
infe´rieure ou e´gale a` −1/2. Il s’agit d’une conse´quence de la continuite´ de la courbure
sectionnelle intrinse`que dans le voisinage d’une surface minimale (car la courbure de
Gauss est continue). En contractant la me´trique de M et celle du reveˆtement M ′ par
un facteur 1/2 (ce qui multiplie par 2 les courbures sectionnelles), on peut supposer
que la courbure intrinse`que des composantes du bord de C dans M ′ qui constituent
le bord d’un petit voisinage re´gulier d’une surface minimale non orientable est au
plus −1.
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Si ∂+C est le bord d’un voisinage re´gulier N(S) d’une surface minimale non
orientable S avec un petit tube attache´ verticalement dans la structure de I-fibre´,
il y a deux cas possibles. Premier cas, si le tube plein D2 × I appartient au corps
en anses C, on peut l’enlever. Plus pre´cise´ment, apre`s compression de C le long du
disque D2×{1/2}, on obtient un nouveau corps en anses de genre plus petit. Apre`s
ce proce´de´, on a perdu le volume du tube plein D2×I, mais comme on peut rendre ce
tube aussi petit que ne´cessaire, cette chirurgie ne change pas le volume du corps en
anses de manie`re significative. Comme le bord positif de ce nouveau corps en anses
C ′ est le bord d’un petit voisinage re´gulier de la surface minimale non orientable S,
il suffit d’appliquer le proce´de´ pre´ce´dent pour obtenir un corps en anses C tel que
la courbure sectionnelle intrinse`que de ∂+C
′ est au plus −1.
Sinon, on est dans le second cas : le tube plein D2×I est a` l’exte´rieur de C, ce qui
implique que le corps en anses C est contenu dans le voisinage N(S). On peut alors
re´tracter le petit tube sur un arc ge´ode´sique γ arbitrairement petit dans le voisinage
re´gulier N(S) de la surface minimale non orientable S. Apre`s cette ope´ration, le
bord positif ∂+C est constitue´ de la re´union du bord du voisinage N(S) et de l’arc
γ. Comme pre´ce´demment, on peut supposer que la courbure sectionnelle de la surface
∂N(S) est infe´rieure ou e´gale a` −1.
A chaque composante connexe T du bord de C, on attache un produit infini
T × [0,+∞[ muni d’une me´trique ”produit tordu” (warped product metric). Le cal-
cul de la courbure sectionnelle d’un produit tordu (voir par exemple Bishop et O’Neil
[BO1, p. 26]) montre que si l’on part d’une surface T dont la courbure sectionnelle
est infe´rieure ou e´gale a` −1, il existe une me´trique produit tordu sur T × [0,+∞[
telle que la varie´te´ riemannienne ainsi obtenue est comple`te et de courbure section-
nelle infe´rieure ou e´gale a` −1. Si l’on est dans le dernier cas ou` T est le bord d’un
voisinage re´gulier N(S) d’une surface minimale non orientable S avec un petit tube
attache´, et que le tube plein est a` l’exte´rieur de C, on oublie alors l’arc ge´ode´sique γ
pour cette construction et on recolle juste un produit infini ∂N(S)× [0,+∞[ muni
d’une me´trique riemannienne de courbure au plus −1. Il reste a` modifier le´ge`rement
la me´trique riemannienne afin de la rendre lisse pour obtenir une me´trique rieman-
nienne comple`te sur l’inte´rieur de C (union γ si l’on est dans le dernier cas) dont la
courbure sectionnelle est infe´rieure ou e´gale a` −1.
Les surfaces du bord de C sont des surfaces pseudo-minimales. Ce fait est crucial :
on peut en effet homotoper une surface minimale de genre g en une surface simpliciale
assez proche de la surface de de´part dans C. C’est l’objet des lemmes suivants.
De´finition 1.12. Soit  > 0. Le -diame`tre d’une surface riemannienne S est le
nombre minimal de boules de rayon  pour la me´trique de S ne´cessaires pour recouvrir
la surface S.
Lemme 1.13. Soit S une surface minimale ou pseudo-minimale plonge´e dans N ,
une varie´te´ riemannienne de dimension trois, compacte, sans bord et dont la courbure
sectionnelle est infe´rieure ou e´gale a` −1. Soit  ≤ Inj(N)/2 et
a′ = 6
(
21
4
+
3
4pi
+
3
4
+
2
sinh2( 
4
)
)
.
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Alors le -diame`tre de la surface S est majore´ par a′ |χ(S)|, et S admet une tri-
angulation a` un seul sommet pour laquelle toute areˆte a longueur au plus 2a′ |χ(S)|.
De´monstration du lemme 1.13.
Ce lemme est une conse´quence imme´diate de [Mah, Lemme 4.2 p. 2249] et [La3,
Proposition 6.1] dans le cas ou` la surface S est minimale et orientable, et l’on peut
prendre a′/6 a` la place de a′. Si S est minimale, mais pas orientable, la classe
d’homologie de S dans H2(N,Z/2Z) est non triviale. Par la dualite´ de Poincare´,
cette classe correspond a` un e´le´ment non trivial α ∈ H1(N,Z/2Z). Comme la classe
d’homologie du reveˆtement double de S a pour repre´sentant le bord d’un petit
voisinage re´gulier de la surface non orientable S, on a 2[S] = 0 dans H2(N,Z).
En prenant le reveˆtement double N ′ de N correspondant au noyau de α, la surface
S se rele`ve en une surface minimale orientable S ′. Le lemme 1.13 dans le cas minimal
et orientable peut alors s’appliquer : le -diame`tre de S ′ est majore´ par a′/6 |χ(S ′)| =
a′/6× 2 |χ(S)| = a′/3 |χ(S)|, et la longueur des areˆtes d’une triangulation a` un seul
sommet de S ′ par 2a′/3 |χ(S)|. Comme ces quantite´s sont aussi des majorants pour
le -diame`tre et la longueur des areˆtes d’une triangulation a` un seul sommet de S,
cela de´montre le lemme pour une surface minimale non orientable, avec a′/3 a` la
place de a′.
Dans le cas ou` la surface S est pseudo-minimale, elle est le bord d’un voisinage
re´gulier arbitrairement petit d’une surface minimale S ′. Comme le diame`tre et la
longueur des areˆtes d’une triangulation a` un seul sommet est controˆle´ par a′/3 |χ(S ′)|
et 2a′/3 |χ(S ′)|, avec |χ(S)| ≤ 2 |χ(S ′)|, on obtient bien la majoration voulue pour
la surface pseudo-minimale S, ce qui ache`ve la de´monstration du lemme 1.13.
Commme d’apre`s le lemme 1.11, les surfaces consitutuant les composantes connexes
du bord de C sont des surfaces pseudo minimales, le lemme 1.13 permet d’obtenir
imme´diatement un majorant du -diame`tre et de la longueur des areˆtes d’une tri-
angulation a` un seul sommet de ces surfaces. De plus, s’il faut ajouter un petit arc
ge´ode´sique, nous avons vu qu’il pouvait eˆtre choisi arbitrairement petit.
Rappelons quelques de´finitions et re´sultats de [Mah, Sections 2 et 3].
De´finition 1.14. On de´finit par re´currence un n-simplexe conique dans une
varie´te´ riemannienne compacte N de courbure sectionnelle infe´rieure ou e´gale a` −1
comme suit. Un 1-simplexe conique ∆1 = (v0, v1) est une ge´ode´sique parame´tre´e
a` vitesse constante de v0 a` v1. La vitesse peut eˆtre nulle, auquel cas le 1-simplexe
est de´ge´ne´re´, re´duit au point v0. Un n-simplexe conique est une application φ :
∆n → N telle que φ|∆n−1 est un (n − 1)-simplexe conique et pour tout x ∈ ∆n−1,
φ|{tx+(1−t)vn | t∈[0,1]} est une ge´ode´sique parame´tre´e a` vitesse constante. L’application
φ de´pend de l’ordre dans lequel sont introduits les sommets (v0, . . . , vn) et il se peut
que son image ne soit pas plonge´e dans N , mais juste immerge´e.
Une surface simpliciale est une application continue φ : S → N ou` S est une
surface munie d’une triangulation de telle sorte que la restriction de l’application φ
a` chaque triangle ∆ de S est un 2-simplexe conique.
Lemme 1.15. Soit N une varie´te´ de dimension trois munie d’une me´trique rie-
mannienne comple`te dont la courbure sectionnelle est plus petite ou e´gale a` −1.
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Supposons que T est une surface connexe, orientable, minimale ou pseudo-minimale
dans N dont le diame`tre dans N est majore´ par N et admettant une triangulation
a` un seul sommet dont la longueur des areˆtes est au plus N ′. Alors T est homotope
a` une surface simpliciale T ′ dont le diame`tre est au plus 2N ′ et telle que tous points
x ∈ T et x′ ∈ T ′ sont a` distance au plus N + N ′. De plus, tout point de T ′ est a`
distance au plus N ′ du sommet de la triangulation a` un seul sommet de T .
De´monstration du lemme 1.15.
Soit v le sommet de la triangulation a` un seul sommet de T . Tout d’abord,
on re´alise une homotopie entre chaque areˆte e de la triangulation de T et e′, la
ge´ode´sique ferme´e minimisant la longueur repre´sentant la classe d’homotopie de e
dans pi1(N, v). Si la classe d’homotopie de e est nulle (ce qui signifie que la surface T
est compressible dans la varie´te´ N), on re´alise une homotopie entre e et le 1-simplexe
de´ge´ne´re´ {v}.
Soit T un triangle de T . A chaque areˆte de T correspond un 1-simplexe conique.
On construit un triangle simplicial conique T ′ correspondant a` T de la manie`re
suivante. Si toutes les areˆtes de T sont nulles en homotopie, T ′ est le triangle de´ge´-
ne´re´ re´duit au point {v}. Sinon, le 1-squelette de T ′ est constitue´ des ge´ode´siques
parame´tre´es a` vitesse constante et passant par v correspondant aux areˆtes non ho-
motopiquement triviales de T . Pour former le 2-squelette de T ′, on choisit une des
areˆtes de T ′ correspondant a` une courbe non nulle en homotopie, et on relie tout
point de cette areˆte au sommet oppose´ par des 1-simplexes coniques correspondant a`
des ge´ode´siques. Dans ce cas, tout point de e′ est a` distance au plus N ′/2 du sommet
v (car il appartient a` une ge´ode´sique ferme´e de longueur au plus N ′).
Si aucune des areˆtes de T n’est homotopiquement triviale dans pi1(N, v), elles
correspondent a` trois ge´ode´siques ferme´es minimisantes et non triviales c1, c2 et c3,
passant par le point v. Dans le reveˆtement universel N˜ de N , on peut choisir des
releve´s a1, a2 et a3 de c1, c2 et c3 qui bordent un triangle T totalement ge´ode´sique.
Par de´finition, l’application de reveˆtement envoie ai sur ci pour i = 1, 2, 3. Le tri-
angle simplicial T ′ correspondant a` T est l’image par l’application de reveˆtement
du triangle totalement ge´ode´sique T dans N˜ . Comme l’application de reveˆtement
restreinte a` l’inte´rieur de T est une isome´trie dont l’image est l’inte´rieur de T ′, et
que tout point dans l’inte´rieur de T est a` distance au plus N ′ des sommets de T (car
N ′ est un majorant du maximum des longueurs des coˆte´s a1, a2 et a3), tout point
x′ dans l’inte´rieur du triangle T ′ est a` distance au plus N ′ du sommet v.
Ainsi, en partant de la surface triangule´e T , on peut construire une surface sim-
pliciale T ′ de telle sorte que v est l’unique sommet de la structure simpliciale de T ′
et tout point x′ de T ′ est a` distance au plus N ′ du sommet v. En particulier, le
diame`tre de T ′ est au plus 2N ′. Comme le diame`tre de T est au plus N et que v est
aussi un point de T , pour tous points x′ ∈ T ′ et x ∈ T ,
d(x, x′) ≤ d(x, v) + d(x′, v)
≤ diam(T ) +N ′
≤ N +N ′,
ce qui prouve le lemme 1.15.
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Etant donne´e une e´chine Γ pour le corps en anses C, qui est la re´union de
surfaces simpliciales correspondant a` ∂−C relie´es par des arcs ge´ode´siques, il existe
une homotopie entre cette e´chine et une surface simpliciale, et dont le volume balaye´
n’est pas trop important. Plus pre´cise´ment, cela de´coule du lemme ge´ne´ral suivant,
prouve´ dans [Mah, Lemme 4.3 p. 2250].
Lemme 1.16. [Mah, Lemme 4.3]
Soit σ1, . . . , σn une famille de surfaces simpliciales, munies de triangulations
simpliciales a` un seul sommet vi pour tout i, immerge´es dans N , une varie´te´ de di-
mension trois munie d’une me´trique riemannienne comple`te de courbure sectionnelle
infe´rieure ou e´gale a` −1. Relions le point base v1 a` chacun des autres points base
v2, . . . , vn par au moins un arc ge´ode´sique, pour obtenir un 2-complexe totalement
ge´ode´sique Γ homotope a` une surface de genre g. Alors, il existe une homotopie entre
Γ et une surface simpliciale Σ0 de genre g, et cette homotopie balaie un volume d’au
plus 3(2g+ 2)V3, ou` V3 est le volume maximal d’un te´trae`dre hyperbolique ide´al.
Rappelons que  ≤ Inj(M)/2, et a′ = 6
(
21
4
+ 3
4pi
+ 3
4
+ 2
sinh2(/4)
)
. La constante
2 minore uniforme´ment le rayon d’injectivite´ de tout reveˆtement fini de M . En
particulier, Inj(M ′) ≥ 2.
Nous pouvons a` pre´sent de´montrer le lemme 1.4 e´nonce´ au paragraphe 1.1.
Lemme 1.4 Soit k0 = max
{
ln(4(2a′+1))
2 ln 2
, 1 + ln(1+ln(12V3/Vol(M))
2 ln 2
}
.
Si k0 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln d/q et Vol(M) ≥ pi/2, alors en remplac¸ant les sur-
faces du bord de C par des surfaces simpliciales comme dans les lemmes 1.15 et 1.16,
le corps en anses C ′′ obtenu apre`s ces modifications ve´rifie :
Vol(C ′′) ≥ 1
4
Vol(C) ≥ Vol(M)d
4q
.
De´monstration du lemme 1.4.
Commenc¸ons par noter ∂−C = T1 ∪ . . . ∪ Tn les composantes connexes de ∂−C,
avec g(T1)+. . .+g(Tn) ≤ g(∂+C). Comme dans le lemme 1.15, remplac¸ons ∂+C =: S0
et ∂−C = S1 ∪ . . . ∪ Sn par des surfaces simpliciales S ′0 et T ′1 ∪ . . . ∪ T ′n proches des
surfaces de de´part. Si vj ∈ Tj est le sommet de la triangulation a` un seul sommet
de Tj, alors d’apre`s les lemmes 1.13 et 1.15, tout point de T
′
j est a` distance au plus
N ′ = 2a′ |χ(Tj)| ≤ 2a′χ−(C) de vj. Ainsi, la nouvelle surface T ′j est contenue dans
la boule de centre vj et de rayon 2a
′χ−(C). Si C ′ est le nouveau corps en anses
obtenu en remplac¸ant les surfaces Tj par les surfaces T
′
j , le volume est donc modifie´
d’au plus
Vol(C ′) ≥ Vol(C)−
n∑
j=0
Vol(B(vj, 2a
′χ−(C)))
≥ Vol(C)− (g(C) + 1)Vol(BH3(2a′χ−(C)))
≥ Vol(C)
(
1− pi(χ−(C) + 4)(sinh(4a
′χ−(C))− 4a′χ−(C))
2Vol(M)d/q
)
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Montrons que Vol(C ′) ≥ Vol(C)/2, soit encore que
pi(χ−(C) + 4)(sinh(4a′χ−(C))− 4a′χ−(C))
2Vol(M)d/q
≤ 1
2
.
Il suffit d’e´tablir que ln pi(χ−(C)+4)(sinh(4a
′χ−(C))−4a′χ−(C))
Vol(M)d/q
≤ 0. Mais
ln
(
pi
Vol(M)d/q
(χ−(C) + 4)(sinh(4a′χ−(C))− 4a′χ−(C))
)
≤
ln
(
pi
2Vol(M)
(χ−(C) + 4) exp(4a′χ−(C))
d/q
)
≤
ln
(
pi
2Vol(M)
)
+ ln ((χ−(C) + 4) exp(4a′χ−(C)))− ln(d/q) ≤
ln(χ−(C) + 4) + 4a′χ−(C) − ln(d/q),
puisque par hypothe`se, Vol(M) ≥ pi/2.
Comme pour tout x ≥ 2, ln(x+ 4) ≤ 2x, il suffit de montrer que
(2 + 4a′)χ−(C) ≤ ln(d/q),
soit encore
ln(2 + 4a′) + lnχ−(C) ≤ ln ln(d/q).
Mais par hypothe`se, ln ln d/q
χ−(C) lnχ−(C)
≥ k0 ≥ ln(4(2a′+1))2 ln 2 . Ainsi,
ln ln d/q ≥ ln(4(2a
′ + 1))
2 ln 2
χ−(C) lnχ−(C)
≥ ln 2 + ln(2 + 4a
′)
2 ln 2
χ−(C) lnχ−(C)
≥ χ−(C) lnχ−(C)
2
+
ln(2 + 4a′)χ−(C) lnχ−(C)
2 ln 2
≥ lnχ−(C) + ln(2 + 4a′)
puisque χ−(C) ≥ 2, ce qui montre bien que Vol(C ′) ≥ Vol(C)/2.
D’apre`s le lemme 1.16, le volume balaye´ par l’homotopie entre Γ et Σ0 est majore´
par 3(χ−(C) + 4)V3. Comme d’apre`s le lemme 1.3, le volume de C est au moins
Vol(M)d/q, le volume de ce qui reste apre`s avoir coupe´ le comple´te´ me´trique de C ′
le long de Σ0 et e´limine´ les composantes connexes contenant les produits infinis pour
obtenir un nouveau corps en anses C ′′ est au moins
Vol(C ′)− 3(χ−(C) + 4)V3 ≥ Vol(C)/2
(
1− 3V3(χ−(C) + 4) 2q
Vol(M)d
)
.
Il suffit donc de montrer que 3V3(χ−(C)+4)
2q
Vol(M)d
≤ 1
2
, soit ln(12V3(χ−(C)+4)
Vol(M)d/q
) ≤ 0,
ou encore
ln
(
ln
12V3
Vol(M)
+ ln(χ−(C) + 4)
)
≤ ln ln(d/q).
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Comme χ−(C) ≥ 2, ln(χ−(C) + 4) ≥ ln 6 > 1. Il vient
ln
(
ln
12V3
Vol(M)
+ ln(χ−(C) + 4)
)
=
ln
(
ln(χ−(C) + 4)(1 +
ln 12V3
Vol(M)
ln(χ−(C) + 4)
)
)
=
ln ln(χ−(C) + 4) + ln
(
1 +
ln 12V3
Vol(M)
ln(χ−(C) + 4)
)
≤ ln ln(χ−(C) + 4) + ln
(
1 + ln
12V3
Vol(M)
)
.
De`s que c ≥ 2, ln ln(c+4)
c ln c
≤ 1. On a alors
ln
(
ln 12V3
Vol(M)
+ ln(χ−(C) + 4)
)
χ−(C) lnχ−(C)
≤ ln ln(χ−(C) + 4)
χ−(C) lnχ−(C)
+
ln
(
1 + ln 12V3
Vol(M)
)
χ−(C) lnχ−(C)
≤ 1 +
ln
(
1 + ln 12V3
Vol(M)
)
2 ln 2
.
Mais comme ln ln d/q
χ−(C) lnχ−(C)
≥ k0 ≥ 1 + ln(1+ln(12V3/Vol(M))2 ln 2 ,
ln ln d/q
χ−(C) lnχ−(C)
≥
ln
(
ln 12V3
Vol(M)
+ ln(χ−(C) + 4)
)
χ−(C) lnχ−(C)
,
et donc Vol(C ′′) ≥ Vol(C)/4 ≥ Vol(M) d
4q
, ce qui ache`ve la de´monstration du lemme
1.4.
Par la suite, pour alle´ger les notations, nous notons encore C le nouveau corps
en anses C ′′ et nous nous plac¸ons dans l’adhe´rence de la re´gion de C borde´e par
les deux surfaces simpliciales connexes Σ0 (qui correspond a` l’union de ∂−C et de
quelques arcs, constituant une e´chine pour C), et Σ1 correspondant a` ∂+C.
1.2.2 Balayages.
De´finition 1.17. Soit C un corps en anses (e´ventuellement creux). Notons S =
∂+C. Un balayage du corps en anses C est une famille a` un parame`tre de surfaces
{St}t∈[0,1] telle que S0 est une e´chine de C, S1 = S = ∂+C, pour tout t ∈]0, 1]
la surface St est home´omorphe a` S, et l’application Φ : S × I → C est de degre´
homologique un.
Il existe un balayage {St}t∈[0,1] du corps en anses C tel que S0 = Σ0 et S1 = Σ1.
En vue de construire un produit long et fin dans le corps en anses C, les surfaces de
balayage St pour t > 0 sont tre`s utiles. Cependant, si l’on peut majorer le diame`tre
d’une surface minimale en termes de son genre et du rayon d’injectivite´ de la varie´te´
ambiante, on ne peut pas avoir de majoration uniforme du diame`tre des surfaces
de balayage St pour tout t : il peut se former des tubes de Margulis longs et fins,
contenant une ge´ode´sique ferme´e sur la surface de balayage de longueur plus petite
que .
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Pour faire face a` cette difficulte´, rappelons la notion de -diame`tre pour laquelle
des surfaces non connexes mais dont les composantes connexes ont un petit diame`tre
sont encore ”petites”.
De´finition 1.18. Soit  > 0. Le -diame`tre d’une surface F (e´ventuellement non
connexe) est le nombre minimal de boules de rayon  pour la me´trique de F ne´ces-
saires pour recouvrir la surface F .
Nous rappelons a` pre´sent une technique de Maher qui, partant d’un balayage
{St}t∈I de C, permet de construire un ”balayage ge´ne´ralise´” {Ŝt}t∈I pour lequel le
-diame`tre des surfaces de balayage est uniforme´ment majore´ (voir [Mah, Sections 2
et 3]).
La premie`re e´tape consiste a` transformer le balayage d’origine {St}t∈I en un
balayage simplicial, graˆce a` des re´sultats de Bachman, Cooper et White [BCW].
Rappelons quelques de´finitions et re´sultats de [Mah, Sections 2 et 3].
De´finition 1.19. Un balayage simplicial est un balayage Φ : S× I → N tel que
chaque surface St a pour image une surface simpliciale constitue´e d’au plus 4g(S)
triangles, et ayant au plus un sommet dont la somme des angles est strictement plus
petite que 2pi.
Le lemme suivant permet de re´aliser une homotopie entre le balayage {St}t∈[0,1]
de Σ0 a` Σ1 et un balayage simplicial. C’est une ame´lioration du the´ore`me [BCW,
The´ore`me 2.3], prouve´e par Maher [Mah, Lemme 2.5 p. 2236].
Lemme 1.20. [Mah, Lemme 2.5]
Soit N une varie´te´ riemannienne compacte, sans bord, oriente´e et de courbure
sectionnelle au plus −1. Si Σ0 et Σ1 sont des surfaces simpliciales munies d’une
triangulation a` un seul sommet, homotopes par une homotopie Φ : S × I → N ,
alors il existe un balayage simplicial Φ′ : S × I → N homotope a` Φ relativement a`
S × ∂I.
Ainsi l’on peut supposer que le balayage dans le corps en anses C est simplicial
entre les surfaces simpliciales Σ0 = S0 et Σ1 = S1.
Une fois ce balayage simplicial obtenu dans le corps en anses C, l’e´tape suivante
consiste a` se de´barrasser des tubes longs et fins susceptibles d’apparaˆıtre dans les
surfaces de balayage pour obtenir un ”balayage ge´ne´ralise´” dans lequel le -diame`tre
de toutes les surfaces de balayage est uniforme´ment majore´.
De´finition 1.21. [Mah, De´finition 3.2 p. 2237]
Soit N une varie´te´ de dimension trois, compacte, connexe et oriente´e. Un ba-
layage ge´ne´ralise´ de N est la donne´e d’un triplet (Σ, f, h), ou` Σ est une varie´te´
de dimension trois, compacte et orientable, l’application h : Σ→ R est une fonction
de Morse, dont la restriction a` chaque composante du bord de Σ est constante, et
telle que, excepte´ pour au plus un nombre fini de valeurs t ∈ R, l’ensemble h−1({t})
est une surface immerge´e. De plus, l’application lisse f : (Σ, ∂Σ) → (N, ∂N) doit
eˆtre de degre´ homologique e´gal a` un.
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Bien suˆr, un balayage usuel Φ : S×I → N est un exemple de balayage ge´ne´ralise´ :
la fonction de Morse h : S × I → R est donne´e par la projection sur le second
facteur I, et pour tout t ∈]0, 1[, h−1({t}) = St est une surface immerge´e dans N .
Par de´finition d’un balayage, Φ : (S × I, S × ∂I) → (N, ∂N) a degre´ homologique
un.
Pour tout x ∈ Σ, on conside`re h(x) = t comme la coordonne´e temporelle. On
peut voir un balayage ge´ne´ralise´ comme une famille a` un parame`tre de surfaces
immerge´es St avec un nombre fini de temps singuliers t pour lesquels le genre ou le
nombre de composantes connexes de ces surfaces changent.
En partant d’un balayage simplicial {St}t∈I de C, le but est d’obtenir un balayage
ge´ne´ralise´ dans lequel toutes les surfaces de balayage ont un -diame`tre uniforme´ment
majore´. En suivant Maher, nous introduisons la notion de chirurgie d’un balayage
ge´ne´ralise´.
De´finition 1.22. On peut obtenir un nouveau balayage ge´ne´ralise´ (Σ′, f ′, h′) a` partir
d’un balayage ge´ne´ralise´ donne´ (Σ, f, h) en effectuant une chirurgie de balayages
ge´ne´ralise´s, par la construction de´crite ci-apre`s. (En fait, il s’agit d’un cas particu-
lier d’une construction plus ge´ne´rale, appele´e modification de balayages ge´ne´ralise´s,
de´crite par Maher et Rubinstein dans [MR].)
Soit (Σ, f, h) un balayage ge´ne´ralise´ d’une varie´te´ de dimension trois N . Consi-
de´rons dans Σ une sous-varie´te´ de la forme A × [a, b], ou` 0 < a < b < 1 et A a
pour image un anneau sur les surfaces St pour t ∈ [a, b]. On re´alise une chirurgie
de type (0, 1) sur ce tore solide A × [a, b] de la manie`re suivante : choisissons deux
temps c et d avec a < c < d < b. Soit γ une ge´ode´sique sur la surface Sa qui est une
aˆme de A. Elle appartient a` l’inte´rieur de l’image de A, et l’image de A se re´tracte
par de´formation forte sur γ. Re´tractons cette ge´ode´sique : elle devient de plus en
plus courte, jusqu’a` s’e´craser sur un point dans une nouvelle surface S ′c qui est une
modification de la surface Sc. Pour tout t ∈]c, d[, remplac¸ons la surface St par la
surface S ′t obtenue a` partir de St par chirurgie le long de γ. Plus pre´cise´ment, on
coupe St le long de γ et on bouche les trous de la surface obtenue avec deux disques.
On re´alise cette ope´ration de manie`re lisse, de telle sorte que les deux disques de
S ′t se rapprochent de plus en plus, rapetissent et donnent naissance a` un unique
point a` l’instant d. La nouvelle surface S ′d est alors singulie`re, avec un point sin-
gulier correspondant aux deux disques pre´ce´dents. Ce point devient de nouveau la
ge´ode´sique γ et la longueur de cette ge´ode´sique augmente avec le temps t ∈]d, b]. On
re´alise ces ope´rations de telle sorte que les surfaces Sa et Sb ne sont pas modifie´es,
pas plus que ∂A× [a, b]. On obtient ainsi un nouveau balayage ge´ne´ralise´ (Σ′, f ′, h′),
ou` Σ′ est obtenue en remplac¸ant A × [a, b] ⊂ Σ par la nouvelle varie´te´ ou` St est
remplace´e par S ′t pour tout t ∈ [a, b]. Notons T le petit tube de N borde´ par A, ou`
l’on re´alise les chirurgies. Les nouvelles applications (f ′, h′) co¨ıncident avec (f, h) en
dehors de T × [a, b] et de ∂(T × [a, b]). Comme la modification du balayage a lieu
dans un sous-ensemble propre compact de N , il existe un point x dans l’inte´rieur
de N \ (T × [a, b]). Comme l’application f n’est pas modifie´e dans un voisinage de
f−1({x}), le degre´ homologique de f ′ est le meˆme que le degre´ homologique de f ,
donc e´gal a` un. Ainsi, le triplet (Σ′, f ′, h′) est encore un balayage ge´ne´ralise´.
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Proposition 1.23. Soit µ > 0. Il existe une constante η > 0 aussi petite que voulue,
de´pendant seulement du balayage simplicial {St}t∈I et de µ, et une suite finie de
chirurgies du balayage simplicial qui donne un balayage ge´ne´ralise´ {Ŝt}t∈I de C et
ve´rifiant : pour tout temps re´gulier t ∈ [η, 1 − η], le -diame`tre de Ŝt est infe´rieur
ou e´gal a` K = 4
(
3 + 1/ sinh2 (/8)
)
g(C)− 10, et pour tout t ≥ 1− η, tout point de
la surface Ŝt est a` distance au plus K
′ de Σ1, avec K ′ = 2a′ |χ(∂+C)|. Pour t ≤ η,
tout point d’une des surfaces de balayage de de´part St est a` distance au plus µ/2 de
Σ0. De plus, pour tout temps re´gulier t, la surface Ŝt est homotope a` une surface
plonge´e obtenue a` partir de ∂+C par chirurgie.
De´monstration de la proposition 1.23.
Pour de´montrer cette proposition, l’ide´e ge´ne´rale est de couper les surfaces sim-
pliciales St le long des courbes trop courtes, de longueur plus petite que , et de les
remplacer par des disques re´gle´s, pour se de´barrasser des tubes longs et fins. Ceci
fait l’objet du troisie`me paragraphe de [Mah, p. 2238 a` p. 2245]. Nous rappelons ici
la preuve de Maher, et nous apportons les pre´cisions ne´cessaires.
Soit t un instant re´gulier. La surface simpliciale St est compose´e de triangles re´gle´s
avec au plus un sommet dont la somme des angles est plus petite que 2pi, note´ vt.
Soit St le comple´te´ me´trique du reveˆtement universel S˜t de St\{vt}. Comme il s’agit
d’un 2-complexe me´trique compose´ de triangles de courbure au plus −1 et dont les
angles coniques des sommets sont au moins e´gaux a` 2pi, St est un espace me´trique
CAT(−1) ge´ode´siquement complet. Ces espaces ve´rifient certaines proprie´te´s tre`s
utiles, voir par exemple [BH] et [Mah, p. 2239].
Soit α une classe d’homotopie dans St \ {vt}. A α, on peut associer une trans-
formation de reveˆtement dans le reveˆtement universel de St \ {vt}, que l’on peut
e´tendre en une isome´trie de St. Comme le comple´te´ me´trique d’un domaine fonda-
mental pour St\{vt} est compact, cette isome´trie ne peut pas eˆtre parabolique. Donc
elle est soit hyperbolique, soit elliptique. Soit γt l’ensemble des points de St dont la
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distance les se´parant de leur image par l’isome´trie est minimale. C’est une ge´ode´-
sique si l’isome´trie est hyperbolique, ou des points isole´s si l’isome´trie est elliptique.
Notons γt la projection de γt par l’application du reveˆtement. Plus pre´cise´ment, si
γt est une ge´ode´sique et ne rencontre pas St \ S˜t, γt est une ge´ode´sique par morceaux
ferme´e et homotope a` α dans St \ {vt}. Si γt est une ge´ode´sique rencontrant St \ S˜t,
alors apre`s une petite perturbation e´quivariante, γt ne rencontrera plus St \ S˜t et sa
projection γt dans St\{vt} est une courbe ferme´e plonge´e dans la classe d’homotopie
de α. Enfin, si γt est un ensemble de points, son image est le lacet constant γt de
longueur nulle et e´gal au point vt. Par extension, dans tous les cas ci-dessus, nous
dirons que γt est le repre´sentant ge´ode´sique de la classe α. Remarquons que
γt est une courbe plonge´e ou un point de C.
Comme les triangles de courbure ne´gative qui composent les surfaces St varient
continuˆment avec le temps t, il semble naturel que les repre´sentants ge´ode´siques γt
varient aussi continuˆment. Ce fait est prouve´ par Maher [Mah, Lemme 3.4 p. 2240].
Lemme 1.24. [Mah, Lemme 3.4]
Soit γ une courbe ferme´e simple dans S\{v}, ou` v est un point de S dont l’image
est le point vt pour tout temps t. Alors, les repre´sentants ge´ode´siques γt de γ varient
continuˆment avec t.
De´finition 1.25. Un repre´sentant ge´ode´sique γt est dit court si sa longueur est
infe´rieure ou e´gale a` .
Pour tout t, soit Γt l’ensemble des repre´sentants ge´ode´siques courts de St. C’est
un ensemble fini non vide, puisque le repre´sentant ge´ode´sique du lacet autour de vt
a une longueur nulle.
Soit γt un repre´sentant ge´ode´sique court. On choisit une composante connexe γ˜t
de la pre´image γt de γt dans St. On oriente γ˜t de telle sorte que la fonction distance
a` γ˜t ait un signe bien de´fini. Dans le cas particulier ou` la longueur de γt est nulle,
la distance a` γ˜t sera toujours positive ou nulle. Si [p, q] est un intervalle de R, soit
N˜[p,q](γ˜t) l’ensemble des points x ∈ St tels que p ≤ d(x, γ˜t) ≤ q. Soit N[p,q](γt) l’image
dans St de N˜[p,q](γ˜t) par l’application de reveˆtement St → St. Si cet intervalle est un
singleton {r}, notons ce voisinage N[r](γt).
De´finition 1.26. Soit A(γt) le voisinage maximal N[p,q](γt) tel que pour toute lon-
gueur r ∈ [p, q], N[r](γt) est une courbe ferme´e simple plonge´e de longueur au plus
. Nous appellerons A(γt) le voisinage annulaire de γt.
Nous de´signerons par E(γt) = N[p+/2,q−/2](γt) le voisinage de chirurgie cor-
respondant a` γt, avec la convention que E(γt) est l’ensemble vide si q − p < . Ce
voisinage est le sous-ensemble de A(γt) correspondant a` la re´union de toutes les
courbes N[r](γt) situe´es a` distance au plus /2 du bord de A(γt).
Comme le voisinage annulaire A(γt) contient γt = N[0](γt), il n’est pas vide. Le
voisinage annulaire et le voisinage de chirurgie varient continuˆment avec t, mais le
voisinage de chirurgie E(γt) peut eˆtre vide, et il ne contient pas ne´cessairement le
repre´sentant ge´ode´sique γt.
Le lemme suivant est prouve´ par Maher dans [Mah, Lemme 3.7 p. 2242].
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Lemme 1.27. [Mah, Lemme 3.7]
Si αt et βt sont des repre´sentants ge´ode´siques de deux classes d’homotopie dis-
tinctes dans St \ vt, alors leurs voisinages de chirurgie E(αt) et E(βt) sont dis-
joints.
On remarque que ce lemme implique que pour tout temps t, il y a au plus 2g− 1
voisinages de chirurgie, ou` g est le genre de la surface de balayage St.
Le lemme 1.27 permet de re´aliser des chirurgies sur les surfaces de balayage St
pour obtenir un balayage ge´ne´ralise´ dans lequel le diame`tre des tubes longs et fins
est controˆle´. Plus pre´cise´ment, l’ide´e est de retirer les voisinages de chirurgie des
surfaces de balayage pour obtenir un nouveau balayage ge´ne´ralise´ (Ŝt)t∈I . On de´crit
cette construction en de´tails.
Soit E(γt) un voisinage de chirurgie, et [a, b] un intervalle de temps maximal pour
lequel E(γt) n’est pas vide. On a 0 ≤ a ≤ b ≤ 1. Dans un premier temps, supposons
que 0 < a ≤ b < 1, i.e. que [a, b] est contenu dans l’inte´rieur de I. Alors E(γa) et E(γb)
sont deux courbes ferme´es simples, e´gales a` N[ra](γa) et N[rb](γb) pour des longueurs
ra et rb, et la re´union des voisinages de chirurgie E(γ[a,b]) = {E(γt) , t ∈ [a, b]}
est un tore solide dans Σ, sur lequel on de´sire effectuer une chirurgie de balayages
ge´ne´ralise´s. Reprenons la construction de Maher [Mah, p. 2242 et 2243].
Choisissons deux familles parame´tre´es de points bases dans le bord de E(γt)
variant continuˆment avec t et telles que les deux points bases co¨ıncident aux temps
a et b. On modifie le balayage en remplac¸ant les temps a et b par de courts intervalles
Ia et Ib sur lesquels l’application est constante pour le moment.
Sur l’intervalle Ia, la courbe N[ra](γa) est une courbe ferme´e simple plonge´e de
longueur infe´rieure ou e´gale a` . Comme le rayon d’injectivite´ de la varie´te´ M ′ est
supe´rieur ou e´gal a` 2 ≥ , d’apre`s les hypothe`ses du the´ore`me A, la classe d’homo-
topie de la courbe N[ra](γa) est nulle dans le groupe fondamental de C. La courbe
N[ra](γa) borde donc un disque immerge´ dans C.
Nous pouvons a` pre´sent continuer la de´monstration de la proposition 1.23. Sur
l’intervalle Ia, on remplace de manie`re continue la courbe N[ra](γa) = E(γa) par une
paire de disques re´gle´s dans C dont les droites passent toutes par le point base xa.
Plus pre´cise´ment, on relie chaque point de la courbe N[ra] au point base par une
ge´ode´sique minimisante, ce qui est possible puisque la me´trique de C est comple`te.
L’ensemble de ces ge´ode´siques forme un disque re´gle´ immerge´ dans C et de courbure
sectionnelle au plus −1. Sur l’intervalle ]a, b[, on enle`ve le voisinage de chirurgie
E(γt) que l’on remplace par une paire de disques re´gle´s dans C construits de la
meˆme fac¸on, dont les ge´ode´siques passent toutes par le point base appartenant au
bord du voisinage de chirurgie auquel on rattache le disque. Enfin, sur l’intervalle
Ib on recolle les deux disques ensemble pour revenir a` la surface de de´part. Ceci est
bien une chirurgie d’un balayage ge´ne´ralise´, comme de´fini plus haut.
Le lemme suivant de´coule directement des Lemmes 3.8 a` 3.10, prouve´s dans [Mah,
p. 2243 a` 2246].
Lemme 1.28. Soit Ŝt la surface obtenue a` partir de la surface de balayage simpliciale
St en remplac¸ant tous les voisinages de chirurgie E(γt) de St par des paires de disques
re´gle´s par le proce´de´ de´crit ci-dessus. Alors le -diame`tre de Ŝt est au plus K =
4
(
3 + 1/ sinh2 (/8)
)
g(C)− 10.
1.2. Trouver des surfaces emboˆıte´es. 65
La construction donne´e par Maher ne prend pas en conside´ration les bords de
l’intervalle de temps I. Or, il se peut que a = 0 ou b = 1, et dans ce cas, on peut
eˆtre oblige´ de modifier les surfaces simpliciales de de´part ou d’arrive´e S0 = Σ0 et
S1 = Σ1, ce que l’on voudrait e´viter. Donc, si ce cas a lieu, il nous faut raffiner un peu
la construction pour modifier le balayage simplicial dans un petit voisinage re´gulier
de S0∪S1 de telle sorte que les surfaces S0 et S1 restent inchange´es. Comme on perd
alors le controˆle du -diame`tre des surfaces de balayage dans ce voisinage re´gulier,
il nous faut le choisir suffisamment petit pour que les surfaces de balayage que nous
se´lectionnerons par la suite pour devenir des surfaces emboˆıte´es ne soient pas dans
ce voisinage. Ceci nous permettra de majorer leur -diame`tre graˆce au lemme 1.28.
C’est ce que nous permet de controˆler la constante µ introduite dans l’e´nonce´ de la
proposition 1.23 et qui sera de´termine´e ulte´rieurement.
Pour finir de modifier le balayage simplicial de de´part et obtenir le balayage
ge´ne´ralise´ voulu, il reste donc a` prendre en compte le cas ou` a = 0 ou b = 1.
Si E(γ0) est une courbe ferme´e simple, on peut encore appliquer la construction
pre´ce´dente : on remplace le temps 0 par un intervalle I0 et re´alise une chirurgie sur
cet intervalle sans modifier la surface bord de de´part S0 = Σ0. On proce`de de meˆme
si E(γ1) est une courbe ferme´e simple. Le proble`me subsiste cependant lorsque E(γ0)
ou E(γ1) sont d’inte´rieur non vide. Comme ces deux cas sont semblables, supposons
par exemple que l’inte´rieur de E(γ0) n’est pas vide. Par continuite´, il existe alors un
instant maximal b ∈]0, 1] tel que E(γt) est un voisinage de chirurgie non vide pour
tout t ∈ [0, b].
Comme les surfaces de balayage (St)t∈I varient continuˆment avec t, il existe une
constante η > 0 aussi petite que voulue, ne de´pendant que de la constante µ et
du balayage simplicial de de´part (St)t∈I , telle que pour tout t ∈ [0, η], tout point
de St est a` distance au plus µ/2 de Σ0 = S0, et telle que pour tout t ∈ [1 − η, 1],
tout point de St est a` distance au plus K
′/2 de Σ1 = S1. Si b ≤ η, on ne modifie
pas le balayage. Sinon, si η < b < 1, on applique la construction de chirurgie pour
tout temps t ∈ [η, b] : on remplace les voisinages de chirurgie E(γt) par une paire
de disques re´gle´s comme pre´ce´demment dont les ge´ode´siques passent par les points
base des bords de E(γt). Sur l’intervalle [0, η], on remplace les voisinages de chirurgie
par une paire de disques pour t proche de η, qui se rejoignent et redeviennent le
voisinage de chirurgie initial E(γt) lorsque le temps t est tre`s proche de ze´ro, puis
nul. On re´alise ces ope´rations pas trop loin de la surface originale St et de manie`re
continue, de telle sorte qu’il s’agit encore d’une modification de balayage ge´ne´ralise´.
Si b = 1, on proce`de de meˆme pour tout t ∈ [1−η, 1]. Comme le diame`tre des disques
re´gle´s est infe´rieur ou e´gal a`  et que K ′/2 ≥ 1, on peut supposer que tout point de
Ŝt est a` distance au plus K
′ de Σ1 pour tout t ∈ [1− η, 1].
Ceci ache`ve la de´monstration de la proposition 1.23.
1.2.3 Surfaces de balayage et surfaces emboˆıte´es.
Nous avons a` pre´sent besoin d’un lemme qui nous permette de de´terminer pre´ci-
se´ment la constante µ, correspondant a` la taille du voisinage collier de S0 qu’il faut
conside´rer. Notons K ′ = 2a′χ−(C). D’apre`s le lemme 1.13, la quantite´ 2K ′ est un
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majorant pour le diame`tre de la surface simpliciale Σ1, identifie´e a` ∂+C. Notons δ
le diame`tre du corps en anses C.
Lemme 1.29. Il existe un point x0 a` l’inte´rieur de C et a` distance au moins (
δ
2
−
2K ′) de ∂+C.
De´monstration du lemme 1.29.
On raisonne par l’absurde : supposons que pour tout point z a` l’inte´rieur de
C, dist(z, ∂+C) <
δ
2
− 2K ′. Pour tout point z de C, l’ine´galite´ au sens large reste
vraie : dist(z, ∂+C) ≤ δ2−2K ′. Prenons deux points x et y dans C tels que d(x, y) =
diam(C) = δ. Il vient :
d(x, y) = δ ≤ dist(x, ∂+C) + diam(∂+C) + dist(y, ∂+C)
≤ (δ
2
− 2K ′) + 2K ′ + (δ
2
− 2K ′)
≤ δ − 2K ′ < δ,
ce qui est une contradiction. Ceci prouve le lemme 1.29.
Soit c un arc ge´ode´sique minimisant la longueur entre x0 et ∂+C. Notons µ la
distance entre la ge´ode´sique c et Σ0. Comme c est plonge´e a` l’inte´rieur de C (excepte´
une extre´mite´ appartenant a` ∂+C = Σ1), la quantite´ µ est strictement positive.
A pre´sent, afin d’eˆtre complet dans la preuve de la proposition B des Surfaces
Emboˆıte´es, formulons et prouvons un certain nombre de lemmes qui sont implicites
dans [Mah, preuve du Lemme 4.5 p. 2251].
D’apre`s la de´finition 1.5, rappelons que si x est un point de C et S une surface
immerge´e de C, on dit que S se´pare x de ∂+C si tout chemin oriente´ de x a` ∂+C
intersecte S avec un nombre alge´brique d’intersection e´gal a` +1.
Si deux surfaces S et T immerge´es dans C sont telles que S se´pare tout point de
T de ∂+C, on dit que S se´pare T de ∂+C. Dans ce cas, les surfaces S et T sont
dites emboˆıte´es.
Lemme 1.30. Un point x dans l’inte´rieur de C est se´pare´ de ∂+C par Ŝt si et
seulement s’il existe un chemin γ de x a` ∂+C intersectant la surface Ŝt avec un
nombre alge´brique d’intersection e´gal a` +1.
De´monstration du lemme 1.30.
Il suffit de montrer que s’il existe un chemin γ de x a` ∂+C dont le nombre
alge´brique d’intersection avec Ŝt est e´gal a` +1, alors tout chemin γ
′ de x a` ∂+C
intersecte Ŝt avec nombre alge´brique d’intersection e´gal a` +1.
Soit γ′ un autre chemin de x a` ∂+C dans C. Comme la surface immerge´e Ŝt
est homologue a` ∂−C, la classe d’homologie de [Ŝt] est nulle dans H2(C, ∂−C). La
compose´e α = γ−1 · γ′ est un 1-cycle dans H1(C, ∂+C).
Comme ∂C = ∂−C∪∂+C, on a [α] · [Ŝt] = [α] ·0 = 0, et donc γ′ · Ŝt = γ · Ŝt = +1,
ce qui prouve le lemme 1.30.
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Pour tout t ∈ [0, 1], soit Dt l’adhe´rence de l’ensemble des points x ∈ C se´pare´s de
∂+C par Ŝt. Comme les surfaces immerge´es
(
Ŝt
)
t∈[0,1]
sont des surfaces de balayage
ge´ne´ralise´ pour le corps en anses C, D0 est la surface de balayage initiale Ŝ0, et
D1 est e´gal au corps en anses C tout entier. Soit Et la composante connexe de Dt
contenant x0. Comme pre´ce´demment, E0 est un complexe de dimension au plus 2,
et E1 = C.
Lemme 1.31. Le bord de l’ensemble Dt est exactement la surface Ŝt.
De´monstration du lemme 1.31.
Soit x un point de Ŝt. Comme Ŝt est une surface d’un balayage ge´ne´ralise´ pour
le corps en anses C, il existe un chemin c de x a` ∂+C tel que pour tout point y de c
distinct de x, le chemin c|y obtenu a` partir de c en retirant l’intervalle [x, y[ n’inter-
secte pas la surface Ŝt. En particulier, pour tout point y de c distinct de x, le nombre
alge´brique d’intersection entre c|y et Ŝt est nul, et y est dans le comple´mentaire de Dt
dans C. Comme le point x est une limite de tels points y, x appartient a` l’adhe´rence
du comple´mentaire de Dt dans C. Mais comme x appartient a` la surface Ŝt et que
cette surface est se´parante dans le corps en anses C, tout point suffisamment proche
de x et de l’autre coˆte´ de Ŝt par rapport a` y est se´pare´ de ∂+C par Ŝt. Comme
l’ensemble Dt est ferme´ et que x est une limite de points de Dt, le point x appartient
aussi a` Dt. Ainsi, x est un point du bord de Dt, et la surface Ŝt est incluse dans le
bord de Dt.
Pour e´tablir l’inclusion re´ciproque, supposons par l’absurde qu’il existe un point
x dans le bord de Dt n’appartenant pas a` la surface Ŝt. La distance d = dist(x, Ŝt)
est alors strictement positive. Comme le point x appartient au bord de Dt, il existe
un point y dans le comple´mentaire de Dt dans C tel que d(x, y) ≤ d2 . Comme y
est dans le comple´mentaire de Dt, il existe un chemin c de y au bord ∂+C dont le
nombre alge´brique d’intersection avec Ŝt n’est pas e´gal a` +1. Soit c
′ une ge´ode´sique
minimisante de x a` y : comme la longueur de c′, e´gale a` la distance entre x et y, est
strictement plus petite que la distance de x a` Ŝt, la ge´ode´sique c
′ n’intersecte pas la
surface Ŝt. Si c
′′ = c′ ∪ c, c′′ est un chemin de x a` ∂+C dont le nombre alge´brique
d’intersection avec Ŝt n’est pas e´gal a` +1. Par conse´quent, le point x n’est pas se´pare´
de ∂+C par Ŝt.
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Mais comme le point x appartient aussi a` Dt, il existe un point z de C se´pare´
de ∂+C par Ŝt et tel que la distance entre z et x est au plus
d
2
. Prenons une ge´ode´-
sique minimisante a de z a` x. Notons b = a ∪ c′′. Le chemin b relie z a` ∂+C, ce qui
implique que le nombre d’intersection alge´brique de b avec Ŝt est e´gal a` +1. D’autre
part, la distance entre z et x est au plus d
2
< dist(x, Ŝt), ce qui implique que la
ge´ode´sique minimisante a n’intersecte pas la surface Ŝt. Mais alors, le nombre d’in-
tersection alge´brique entre le chemin b = a ∪ c′′ et la surface Ŝt n’est pas e´gal a` +1,
ce qui contredit le fait que z est se´pare´ de ∂+C par Ŝt. Ainsi, le point x appartient
ne´cessairement a` la surface Ŝt, ce qui ache`ve la preuve du lemme 1.31.
Lemme 1.32. Pour tout temps t, le bord de Et est connexe.
De´monstration du lemme 1.32.
Si le bord de Et n’e´tait pas connexe, il comporterait au moins deux composantes
connexes S et T de Ŝt. Mais les surfaces S et T seraient disjointes et se´parantes dans
le corps en anses C. Si elles ne sont pas emboˆıte´es, l’ensemble des points se´pare´s de
∂+C par S est disjoint de l’ensemble des points se´pare´s de ∂+C par T , ce qui contredit
le fait que Et est connexe. Ainsi, les surfaces S et T sont emboˆıte´es. Mais comme
la surface Ŝt est obtenue a` partir de la surface de balayage St par chirurgie et que
les chirurgies conservent le nombre alge´brique d’intersection en homologie, il n’est
pas possible que deux composantes de la meˆme surface Ŝt soient emboˆıte´es, ce qui
ache`ve la de´monstration du lemme.
Afin de prouver la proposition B, on se´lectionne certaines des surfaces emboˆıte´es
parmi la famille de surfaces connexes (∂Et)t∈[0,1].
Fin de la de´monstration de la proposition B.
Soit c l’arc ge´ode´sique minimisant la longueur du point x0 obtenu au lemme 1.29
au bord ∂+C. Notons comme pre´ce´demment µ > 0 la distance se´parant la ge´ode´sique
c de Σ0. Soit L la longueur de c. On a l’ine´galite´ L ≥ δ2 − 2K ′. Soit ` 7→ c(`) un
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parame´trage par longueur d’arc de la ge´ode´sique c, de telle sorte que c(0) = x0 et
c(L) = y0 ∈ ∂+C.
Montrons tout d’abord que Et = ∅ pour tout t ∈ [0, η], ou` η est la constante four-
nie par la proposition 1.23. Comme chaque surface du balayage simplicial d’origine
St est contenue dans un µ/2-voisinage de S0 = Ŝ0 pour tout t ≤ η, et que la distance
entre c et S0 est au moins µ, la ge´ode´sique c ne rencontre aucune surface de balayage
St pour t ≤ η. Comme les nouvelles surfaces de balayage Ŝt sont obtenues a` partir
des surfaces St par chirurgie, le nombre alge´brique d’intersection entre c et Ŝt est
le meˆme que celui entre c et St. Il est donc encore nul pour t ≤ η. Par conse´quent,
la ge´ode´sique c est un arc reliant x0 a` ∂+C dont le nombre d’intersection avec Ŝt
est nul pour t ≤ η. Par de´finition, les surfaces Ŝt ne se´parent pas x0 de ∂+C pour
t ≤ η, ce qui montre qu’il n’y a pas de composante connexe de Dt contenant x0.
Ainsi, Et = ∅ pour tout t ∈ [0, η].
Supposons que δ
2
− 2K ′ ≥ 5K. Comme les ensembles Et varient continuˆment
avec le temps t, la fonction L qui au temps t associe la longueur de c ∩ Et est une
application continue. Comme L(η) = 0 et L(1) = L (la longueur de l’arc c), on en
conclut qu’il existe un temps t1 ∈]η, 1[ tel que L(t1) = L−2K−K ′. Soit S1 le bord
de Et1 . D’apre`s le lemme 1.32, la surface immerge´e S1 est une composante connexe
de Ŝt1 . Comme c est une ge´ode´sique minimisante parame´tre´e par longueur d’arc,
pour tous a et b ∈ [0, L], on a d(c(a), c(b)) = |b− a|. Ainsi, le point d’intersection
c(L(t1)) entre S1 et c est a` distance 2K + K ′ de ∂+C. Puisque par construction,
tout point de la surface Ŝt pour t ≥ 1 − η est a` distance au plus K ′ de ∂+C,
ne´cessairement, t1 < 1− η. Comme, pour t ≤ η, les ensembles Et sont vides, en fait
η < t1 < 1 − η. Par de´finition de Et1 , la surface S1 se´pare x0 de ∂+C. Comme par
le lemme 1.32, S1 est connexe, d’apre`s la proposition 1.23, son diame`tre est au plus
2K. Par suite, la surface S1 ne peut pas intersecter {c(`) , 0 ≤ ` < L−4K−K ′)}∪
{c(`) , L−K ′ < ` ≤ L}. Soit `1 la plus petite valeur de ` telle que c(`) ∈ S1. Il vient
L− 4K − K ′ ≤ `1 ≤ L− K ′, avec L− 4K − K ′ ≥ δ2 − 4K − 2K ′ ≥ K > 0.
Soit c1 = {c(`) , 0 ≤ ` ≤ `1−14K}. En remplac¸ant c par c1, nous pouvons ite´rer
le processus de´crit pre´ce´demment. Si K est assez petit par rapport a` δ, il existe un
instant t2 tel que la longueur de c1 ∩ Et2 est e´gale a` : lgr (c1)− 2K = `1 − 16K ≥
L− 20K − K ′. Pour les meˆmes raisons que pre´ce´demment, le bord de Et2 est une
surface S2 qui est une composante connexe de Ŝt2 se´parant x0 de ∂+C, et intersectant
c1 seulement selon l’ensemble {c1(`) , (`1 − 14K)− 4K ≤ ` ≤ `1 − 14K}.
Montrons que la distance entre les surfaces S1 et S2 est infe´rieure ou e´gale a` 10K.
Soit `2 le plus petit re´el ` tel que c(`) ∈ S2. D’apre`s ce qui pre´ce`de, `2 ≤ `1 − 14K.
Comme c(`1) ∈ S1 et c(`2) ∈ S2, il vient :
dist(S1, S2) ≥ dist(c(`1), c(`2))− diam(S1)− diam(S2)
≥ (`1 − `2)− 4K
≥ 14K − 4K = 10K.
On peut alors re´ite´rer le proce´de´ avec c2 = {c(`) , 0 ≤ ` ≤ `2−14K}, a` condition
toutefois que `2 − 14K > 4K, donc par exemple si L− 2× 18K − K ′ > 4K.
On ne peut plus ite´rer lorsque L− 18K(n− 1)− K ′ > 4K mais L− 18Kn−
K ′ ≤ 4K, donc pour n = dL−(4K+K′)
18K
e. Comme L ≥ δ
2
− K ′, n ≥ d δ
36K
− 2
9
− K′
9
e,
et la proposition B des Surfaces Emboˆıte´es est de´montre´e.
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1.3 Des surfaces emboˆıte´es aux surfaces paralle`les.
L’objet de ce paragraphe est de de´montrer la proposition C des Surfaces Paral-
le`les.
D’apre`s la proposition B, on sait que l’on peut trouver n = d δ
36K
− 2
9
− K′
9K
e
surfaces connexes, immerge´es dans le corps en anses C du reveˆtement M ′. Toutes
ces surfaces sont emboˆıte´es, leur -diame`tre est majore´ par K et elles sont a` distance
au moins 10K les unes des autres, ou` K = 4
(
3 + 1/ sinh2(/8)
)
g(C)−10. De plus,
toutes ces surfaces sont homotopes a` des surfaces plonge´es obtenues a` partir du bord
∂+C par chirurgie.
En particulier, le genre de ces surfaces immerge´es est compris entre 0 et g(C) =
g(∂+C). Il y a par conse´quent au moins n
′ = bn/(g(C) + 1)c surfaces S1, . . . , Sn′ qui
ont le meˆme genre, et ce genre est majore´ par g(C). Ordonnons les indices j de telle
sorte que Sj+1 se´pare Sj de ∂+C.
Nous suivons a` pre´sent la preuve de Maher [Mah, p. 2252–2257]. Soit S = Sj l’une
des surfaces immerge´es et emboˆıte´es pre´ce´dentes. Une famille ∆S de disques de
compression de ∂+C pour obtenir S est un ensemble fini de disques, proprement
plonge´s dans C et tels que le balayage fournit une homotopie entre S et un sous-
ensemble de ∂+C ∪∆. La premie`re e´tape consiste a` montrer que pour deux surfaces
emboˆıte´es et connexes du balayage, il est possible de choisir deux familles de disques
de compression telles que l’une est contenue dans l’autre. Ceci est l’objet du Lemme
4.6 [Mah, Lemme 4.6 p. 2252]. En particulier, si les deux surfaces ont le meˆme genre,
elles sont homotopes.
Lemme 1.33. [Mah, Lemme 4.6]
Soient S1 et S2 deux des surfaces immerge´es obtenues a` la proposition B. Sup-
posons par exemple que S2 se´pare S1 de ∂+C. Il existe deux familles de disques de
compression de ∂+C, note´es ∆S1 pour obtenir S1 et ∆S2 pour obtenir S2, telles que
∆S2 est un sous-ensemble de ∆S1. En particulier, si les deux surfaces S1 et S2 ont
le meˆme genre, ∆S1 = ∆S2.
D’apre`s ce lemme, les surfaces emboˆıte´es S1, . . . , Sn′ sont homotopes, puisqu’elles
ont le meˆme genre.
Le lemme suivant est crucial : on voudrait remplacer les surfaces immerge´es
par des surfaces plonge´es de meˆme genre dans un voisinage re´gulier des surfaces
immerge´es de de´part arbitrairement petit. Ce lemme est de´montre´ par Maher [Mah,
Lemme 4.7 p. 2253].
Lemme 1.34. [Mah, Lemme 4.7]
Soit S une des surfaces obtenues a` la proposition B. Soit T une surface connexe,
plonge´e, se´parant S de ∂+C et de genre minimal pour cette proprie´te´. Alors T est
incompressible dans C \ S et le genre de T est supe´rieur ou e´gal au genre de S.
De´monstration du lemme 1.34.
Nous rappelons ici la de´monstration de Maher.
Si la surface T e´tait compressible dans C \ S, il existerait une famille de disques
de compression plonge´s dans C \ S tels qu’en effectuant les chirurgies le long de
ces disques, on obtienne une nouvelle surface T ′ plonge´e dans C \ S. Mais une des
1.3. Des surfaces emboˆıte´es aux surfaces paralle`les. 71
composantes de T ′ serait une surface plonge´e dans C se´parant S de ∂+C, et de
genre strictement plus petit que le genre de T , ce qui est une contradiction. Ainsi,
la surface T est incompressible dans C \ S.
La surface S est homotope a` une composante du bord ∂+C comprime´ le long
d’une famille ∆S de disques plonge´s. Ainsi, C
′ la composante connexe de C \ ∆S
contenant S est un corps en anses et l’on peut trouver une e´chine Γ pour C ′ qui
est homotope a` la surface immerge´e S. L’application en homologie H1(Γ)→ H1(C)
induite par l’inclusion de Γ dans C est injective.
La surface T e´tant une surface plonge´e dans le corps en anses C, elle est se´parante,
et il existe un ensemble DT de disques de compression plonge´s pour T tels que si l’on
comprime T le long des disques de DT , la surface obtenue est paralle`le a` certaines
composantes connexes de ∂−C (cf [Bo, Lemme 2.3]). Comme T est incompressible
dans C \S, les disques de compression de DT pour la surface T se situent tous d’un
meˆme coˆte´ de T . Ainsi, la surface T borde un corps en anses C ′′ dans C. Comme
la compose´e des applications induites par les inclusions H1(Γ)→ H1(C ′′)→ H1(C)
est injective, l’application H1(Γ) → H1(C ′′) est injective. Ainsi, le rang de H1(C ′′)
est plus grand ou e´gal au rang de H1(Γ), et ne´cessairement, le genre de T est plus
grand ou e´gal au genre de S.
Comme conse´quence du lemme 1.33, toutes les surfaces immerge´es et emboˆıte´es
S1, . . . , Sn′ sont deux a` deux homotopes. Nous avons besoin d’une proprie´te´ plus
forte : il faut trouver, pour tout j de 1 a` (n′ − 1), une homotopie entre les surfaces
Sj et Sn′ qui est disjointe de Sk pour tout k < j. Nous suivons les arguments de la
de´monstration de [Mah, Lemme 4.8 p. 2254], mais en calculant les majorants pre´cis.
Lemme 1.35. A partir des surfaces S1, . . . , Sn′, on peut construire une famille de
surfaces immerge´es S ′1, . . . , S
′
n′−1, S
′
n′ connexes, disjointes, emboˆıte´es et homotopes,
et telles que l’homotopie entre S ′n′ et S
′
j est disjointe de S
′
k pour 1 ≤ k < j ≤ n′.
De plus, le diame`tre des surfaces S ′j est au plus 8K, elles sont a` distance au moins
2K les unes des autres, et le -diame`tre de S ′2, . . . , S
′
n′−1 est majore´ par K.
De´monstration du lemme 1.35
Chacune des surfaces Sj admet une triangulation a` un seul sommet dont la
longueur des areˆtes est majore´e par 4K, et son diame`tre est au plus 2K. D’apre`s
le lemme 1.15, les surfaces S1 et Sn′ sont homotopes a` des surfaces simpliciales S
′
1 et
S ′n′ dont le diame`tre est au plus 4K et telles que pour tous points x ∈ Sj et x′ ∈ S ′j
(ou` j = 1 et n′), la distance entre x et x′ est au plus 6K. En fait, par construction
de S ′j, tout point de S
′
j est a` distance au plus 4K de la surface de de´part Sj.
On peut modifier l’homotopie entre les deux surfaces simpliciales S ′1 et S
′
n′ en
un balayage simplicial comme au paragraphe 1.2. D’apre`s la proposition 1.23, il
existe une suite finie de chirurgies de ce balayage simplicial ou` toutes les surfaces
de balayage S ′t pour t ∈ [η, 1 − η] ont leur -diame`tre majore´ par K. La constante
K est bien la constante de´finie a` la proposition 1.23 car le genre des surfaces Sj est
aussi majore´ par g(C). De plus, les surfaces S ′t sont homotopes a` la surface S
′
n apre`s
d’e´ventuelles compressions. Pour tout j entre 2 et (n′−1), soit S ′j la premie`re surface
de balayage S ′t intersectant Sj. Comme c’est une surface du balayage ge´ne´ralise´, son
-diame`tre est au plus K.
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D’apre`s la construction d’un balayage ge´ne´ralise´, le genre de la surface S ′j est
majore´ par le genre de la surface Sj pour tout j. Nous montrons qu’en fait, ces deux
genres sont e´gaux.
Affirmation . Pour tout j entre 1 et n′ − 1, le genre de la surface S ′j est le meˆme
que le genre de la surface de de´part Sj.
Dans un premier temps, supposons que l’affirmation est vraie. Puisque les surfaces
du balayage modifie´ S ′j ont le meˆme genre que les surfaces de de´part Sj, il n’y a en fait
besoin d’aucune chirurgie pour obtenir les surfaces S ′j, et elles sont de´ja` des surfaces
de balayage du balayage simplicial de de´part entre S ′1 et S
′
n′ . Ainsi, les surfaces S
′
j
sont homotopes a` la surface S ′n′ , et par de´finition d’un balayage, l’homotopie est
disjointe des surfaces S ′k pour tout k < j.
De´monstration de l’affirmation.
Supposons qu’il existe un indice j tel que le genre de S ′j est strictement plus
petit que le genre de Sj. D’apre`s un re´sultat de Gabai ([G1]), on peut remplacer
la surface simpliciale S ′j par une surface T
′
j plonge´e dans un voisinage re´gulier de
la surface immerge´e S ′j arbitrairement petit. Plus pre´cise´ment, prenons un petit
voisinage re´gulier N(S ′j) de la surface immerge´e S
′
j. Ce voisinage contient des surfaces
plonge´es dans la meˆme classe d’homologie que S ′j dans H2(N(S
′
j), ∂N(S
′
j)). Gabai
a montre´ que la norme singulie`re en homologie est e´gale a` la norme de Thurston
(qui concerne des surfaces plonge´es) [G1]. Il existe donc une surface T ′j plonge´e dans
N(S ′j), dans la meˆme classe d’homologie que S
′
j et de genre infe´rieur ou e´gal au genre
de S ′j. Si l’on choisit un voisinage N(S
′
j) suffisamment petit, on peut faire en sorte
que le diame`tre de la surface plonge´e T ′j mesure´ dans la varie´te´ M
′ soit infe´rieur ou
e´gal a` 3K. En particulier, comme les surfaces S ′1 et S
′
n′ sont trop e´loigne´es de Sj,
la surface plonge´e T ′j n’intersecte ni S
′
1, ni S
′
n′ , et elle se´pare S
′
1 de S
′
n′ . En utilisant
le lemme 1.34, le genre de T ′j doit eˆtre au moins e´gal au genre de S
′
1 : g(T
′
j) ≥ g(S ′1).
Mais comme le genre de S ′1 est le meˆme que le genre de Sj, et que le genre de T
′
j
est majore´ par le genre de S ′j, que nous avons suppose´ strictement plus petit que le
genre de Sj, on obtient g(T
′
j) < g(S
′
1), ce qui est une contradiction.
Comme les surfaces Sj e´taient a` distance au moins 10K les unes des autres et
que tout point de S ′j est a` distance au plus 4K de la surface de de´part Sj pour tout
j = 1, . . . , n′, les nouvelles surfaces S ′j sont a` distance au moins 2K les unes des
autres (ce qui montre au passage que les surfaces S ′j sont deux a` deux disjointes).
De plus, leur diame`tre est majore´ par 8K et le -diame`tre de S ′2, . . . , S
′
n′−1 est au
plus K.
Il reste a` montrer que les surfaces S ′1, . . . , S
′
n′ sont emboˆıte´es. Dans l’esprit de
la preuve de la proposition B, notons Dn′ l’adhe´rence du sous-ensemble constitue´
des points de C se´pare´s de ∂+C par S
′
n′ . Pour tout j < n
′, la surface S ′j intersecte
la surface Sj, qui se situe dans Dn′ . Comme S
′
j est a` distance au moins 2K de
S ′n′ = ∂Dn′ , S
′
j est contenue dans l’inte´rieur de Dn′ . Elle est par conse´quent se´pare´e
de ∂+C par S
′
n′ . Ainsi, si l’on note Dj l’adhe´rence de l’ensemble des points de C
se´pare´s de ∂+C par S
′
j, Dj ⊂ Dn′ . Soit 1 ≤ k < j < n′. Si l’on prend un point x dans
Dk, comme Dk ⊂ Dn′ , tout chemin oriente´ γ de x a` ∂+C intersecte ∂+C avec un
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nombre alge´brique d’intersection e´gal a` +1. Comme la surface S ′j est homotope a` S
′
n′
et que l’homotopie est disjointe de S ′k, cette homotopie laisse le nombre d’intersection
invariant. Ainsi, le nombre d’intersection de γ avec S ′j est encore e´gal a` +1, et x
appartient a` Dj. Par suite, Dk ⊂ Dj pour 1 ≤ k < j ≤ n′, ce qui montre que les
surfaces S ′1, . . . , S
′
n′ sont emboˆıte´es. Ceci ache`ve la de´monstration du lemme 1.35.
Par la suite, on remplace la famille S1, . . . , Sn′ par la nouvelle famille S
′
1, . . . , S
′
n′−1,
S ′n′ de surfaces obtenue graˆce au lemme 1.35. Pour plus de clarte´, nous la noterons
encore S1, . . . , Sn′ .
Le but a` pre´sent est de remplacer les surfaces immerge´es par des surfaces plonge´es
dans un voisinage re´gulier des surfaces immerge´es arbitrairement petit. C’est l’objet
du lemme suivant.
Lemme 1.36. Pour tout j entre 1 et n′, il existe une surface Tj plonge´e dans un
voisinage re´gulier de Sj, de meˆme genre que Sj et qui peut eˆtre recouverte par au
plus diam(Sj) ≤ K boules de M ′ de rayon 2. De plus, deux surfaces Tj et Tk pour
j 6= k sont se´pare´es par une distance d’au moins K.
De´monstration du lemme 1.36.
Prenons un petit voisinage re´gulier N(Sj) d’une des surfaces immerge´es et em-
boˆıte´es Sj. Comme dans la de´monstration de l’affirmation, d’apre`s Gabai [G1], ce
voisinage contient une surface plonge´e Tj dans la meˆme classe d’homologie que Sj
dans H2(N(Sj), ∂N(Sj)) et de genre infe´rieur ou e´gal au genre de Sj. Si l’on choisit
un voisinage N(Sj) suffisamment petit, le diame`tre de la surface plonge´e Tj mesure´
dans la varie´te´ M ′ est infe´rieur ou e´gal a` 9K, et deux surfaces plonge´es Tj et Tk sont
a` distance au moins K. De plus, si l’on prend un ensemble B de boules de rayons
 centre´es sur la surface Sj, et de cardinal diam(Sj), on peut choisir N(Sj) assez
petit de telle sorte qu’il soit contenu dans la re´union des boules correspondantes de
meˆmes centres et de rayons 2. Ainsi, la surface Tj peut eˆtre recouverte par au plus
diam(Sj) boules de M
′ de rayon 2.
Le genre de Tj est majore´ par le genre de Sj. Montrons qu’en re´alite´, le genre de
Tj est encore e´gal au genre de Sj.
D’apre`s le lemme 1.34, le genre de la surface plonge´e Tj pour j = 2, . . . , n
′ est
plus grand ou e´gal au genre de la surface immerge´e S1 qu’elle se´pare de ∂+C. Mais
comme le genre de Tj est au plus le genre de Sj, qui est e´gal au genre de S1, le genre
de Tj est en fait e´gal au genre de Sj : les surfaces T2, . . . , Tn′ ont le meˆme genre
que les surfaces immerge´es S2, . . . , Sn′ , ce qui ache`ve la de´monstration du lemme
1.36.
La dernie`re e´tape de la de´monstration de la proposition C consiste a` montrer que
certaines des surfaces plonge´es sont de plus paralle`les.
Lemme 1.37. Les surfaces plonge´es T4, . . . , Tn′−1 sont paralle`les.
De´monstration du lemme 1.37.
Ce lemme repose sur des arguments homologiques, voir par exemple [Mah, Lemmes
4.9 a` 4.11]. Par souci d’exhaustivite´, nous donnons ici une preuve plus courte, base´e
sur des re´sultats classiques de topologie des varie´te´s de dimension trois.
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Soit V le 3-complexe dans C borde´ par les surfaces immerge´es S1 et Sn′ . Il y
existe un balayage φ entre S1 et Sn′ tel que pour tout 1 ≤ j ≤ n′, la surface Sj
est une surface de balayage. En d’autres termes, l’application induite en homologie
par φ : S × I → V est un isomorphisme φ∗ : H3(S × I, ∂(S × I)) → H3(V, ∂V ),
et pour tout j, il existe un temps tj ∈ I tel que Sj = φ(S × {tj}). De plus, on a
0 = t1 < t2 < . . . < tn′ = 1.
D’apre`s une construction classique (voir par exemple [St, point 3. p. 96]), comme
Tj est incompressible dans V (puisqu’elle l’est dans C \ S1), on peut homotoper le
balayage φ en une application φ′ qui est encore de degre´ un, et telle que pour tout
2 ≤ j ≤ n′, φ′−1(Tj) est une surface incompressible (pas ne´cessairement connexe)
plonge´e dans S × I.
Soit 3 < j < k ≤ n′ − 1. Comme la classe d’homologie des surfaces Tj et
Tk est la meˆme que la classe d’homologie de S3, la classe d’homologie des images
re´ciproques φ′−1(Tj) et φ′−1(Tk) dans H2(S × [t3, 1], ∂(S × [t3, 1])) est la meˆme que
la classe d’homologie de la fibre S × {t}. Comme ces images re´ciproques sont des
surfaces plonge´es et incompressibles, φ′−1(Tj) et φ′−1(Tk) sont constitue´s d’un nombre
impair de surfaces connexes, isotopes a` la fibre S×{t} et de nombre total alge´brique
d’intersection avec tout chemin de S × {t3} a` S × {1} e´gal a` +1. Quitte a` faire une
isotopie, on peut supposer qu’il existe des temps t3 < t
j
1 < . . . < t
j
2nj+1
et t3 < t
k
1 <
. . . < tk2nk+1 tels que φ
′−1(Tj) = ∪2nj+1`=1 j`(S×{tj`}) et φ′−1(Tk) = ∪2nk+1`=1 k` (S×{tk`}),
avec j` et 
k
` e´gaux a` +1 ou −1, selon l’orientation de la composante connexe de
φ′−1(Tj) ou φ′−1(Tk) correspondant a` la fibre S×{tj`} ou S×{tk`}. Comme
∑nj+1
`=1 
j
` =
+1 et
∑nk+1
`=1 
k
` = +1, il existe ` et `
′ tels que j` = +1 = 
k
`′ . Supposons par exemple
que tj` < t
k
`′ . Alors φ
′ : S× [tj`, tk`′ ]→ V est une homotopie entre les surfaces plonge´es
Tj et Tk contenue dans la re´gion de V borde´e par S3 et Sn′ . Comme la surface plonge´e
T2 n’appartient pas a` cette re´gion, si l’on note Y la sous-varie´te´ de C borde´e par T2
et ∂+C, les deux surfaces plonge´es Tj et Tk sont homotopes a` l’inte´rieur de Y .
D’apre`s le lemme 1.34, les surfaces Tj et Tk sont incompressibles dans C \ S1.
Comme elles sont contenues dans l’inte´rieur de Y et que Y est inclus dans la com-
posante connexe de C \ S1 contenant Tj et Tk, les surfaces Tj et Tk sont incompres-
sibles dans Y . D’apre`s un re´sultat de Waldhausen [Wa2, Corollaire 5.5 p. 76], elles
sont en re´alite´ isotopes dans Y . Par suite, Tj et Tk sont paralle`les dans C, pour
3 < j < k ≤ n′−1. On obtient ainsi m = n′−4 surfaces T4, . . . , Tn′−1, plonge´es dans
le corps en anses C et paralle`les, ce qui ache`ve la de´monstration du lemme 1.37 ainsi
que celle de la proposition C. En effet, le -diame`tre de S2, . . . , Sn′−1 est majore´ par
K et les surfaces T4, . . . , Tn′−1 peuvent eˆtre recouvertes par au plus K boules de M ′
de rayon 2.
1.4 Des motifs de domaines fondamentaux a` une fi-
bration virtuelle.
L’objet de ce paragraphe est de de´montrer la proposition D des Motifs, qui est
une adaptation de [Mah, Lemme 4.12 p.2258]. Cette de´monstration est plus e´labore´e
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que celle du Lemme 4.12 de [Mah], puisque nous avons besoin de bornes explicites
et de constantes pre´cises.
De´monstration de la proposition D des Motifs.
Supposons qu’il existe m surfaces connexes, orientables, plonge´es dans la varie´te´
M ′, deux a` deux disjointes et paralle`les. Supposons de plus que chacune de ces
surfaces peut eˆtre recouverte par au plus λ boules plonge´es dans M ′ de rayon 2 et
que ces surfaces sont se´pare´es par une distance d’au moins r > 0 les unes des autres.
En particulier, il existe un produit T × [0,m− 1] plonge´ dans la varie´te´ M ′ et dans
lequel la surface Tj co¨ıncide avec la fibre T × {j} pour tout j entre 0 et m− 1.
Soit D un polye`dre fondamental de Dirichlet pour la varie´te´ M , plonge´ dans
le reveˆtement universel M˜ ' H3. Les translate´s de D par les transformations de
reveˆtement forment un pavage du reveˆtement universel M˜ . Ce pavage a pour image
un pavage du reveˆtement M ′ par d copies de D. Chacune des m surfaces plonge´es
et paralle`les T1, . . . , Tm dans M
′ intersecte un certain nombre de copies de D.
De´finition 1.38. La re´union dans M ′ des copies de D que l’une des surfaces Tj
intersecte est appele´e un motif (de domaines fondamentaux) pour Tj, note´
Pj.
Comme la surface est connexe, un motif est un 3-complexe connexe. On peut
supposer que chacune des surfaces plonge´es intersecte le 2-squelette du pavage trans-
versalement. Plus pre´cise´ment, on peut supposer qu’aucune des surfaces ne rencontre
un sommet des polye`dres fondamentaux, qu’elles intersectent les areˆtes en des points
isole´s et que leurs intersections avec les faces de dimension 2 des polye`dres sont trans-
verses. Ainsi, un motif est une re´union connexe d’un certain nombre de copies de D
recolle´es le long de leurs faces de dimension 2. Soit D un majorant du diame`tre de
D et α un majorant du nombre de faces de dimension 2.
Pour tout ` ∈ N, rappelons que B(`) est un majorant du nombre de motifs
possibles obtenus en recollant au plus ` domaines fondamentaux. Soit L =
bpi(sinh(2D+4)−2D−4)
Vol(M)
λc comme au lemme 1.9. L’entier L est un majorant du nombre
de domaines fondamentaux qu’une surface donne´e peut intersecter. Ainsi, un motif
est constitue´ par au plus L domaines fondamentaux.
Supposons que r/(2D+1) ≥ 1 et m
α2L2B(L)
≥ 4 (ce que nous appellerons condition
(a)), ou que r/(2D + 1) < 1 et
(
r
2D+1
m− 1) 1
α2L2B(L)
≥ 4 (nomme´ condition (b)).
Lemme 1.39. Si les conditions (a) ou (b) sont satisfaites, il y a au moins 4α2L2B(L)
surfaces dont les motifs de domaines fondamentaux correspondants sont disjoints.
De´monstration du lemme 1.39.
Si deux surfaces Tj et Tk sont a` distance strictement supe´rieure a` 2D, les motifs
de domaines fondamentaux associe´s a` Tj et Tk ne peuvent pas s’intersecter, vu que
le diame`tre des domaines fondamentaux est au plus D.
Si r/(2D + 1) ≥ 1 comme dans la condition (a), toutes surfaces distinctes Tj et
Tk de de´part sont a` distance strictement supe´rieure a` 2D, et les m motifs associe´s
aux surfaces paralle`les sont deux a` deux disjoints.
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Sinon, r/2D < 1. Il y a alors au moins b r
2D+1
mc ≥ r
2D+1
m−1 surfaces Tj qui sont
se´pare´es les unes des autres par une distance plus grande ou e´gale a` 2D + 1 > 2D.
Ainsi, tous les motifs de domaines fondamentaux correspondants sont disjoints.
Comme dans la condition (a),m ≥ 4α2L2B(L), ou dans la condition (b), r
2D+1
m−
1 ≥ 4α2L2B(L), il y a au moins 4α2L2B(L) surfaces dont les motifs correspondants
sont disjoints.
Lemme 1.40. Il existe un motif de domaines fondamentaux ”abstrait” P , et au
moins 4α2L2 motifs de domaines fondamentaux Pj, deux a` deux disjoints, et ho-
me´omorphes a` P . Plus pre´cise´ment, pour au moins 4α2L2 indices j pre´ce´dents pour
lesquels les motifs de domaines fondamentaux correspondants sont deux a` deux dis-
joints, il existe un home´omorphisme ϕj : Pj → P qui pre´serve la de´composition
polye´drale et les isome´tries de recollements de faces des domaines fondamentaux.
De´monstration du lemme 1.40.
La preuve est imme´diate. En effet, comme un motif est compose´ d’au plus L
domaines fondamentaux, il y a au plus B(L) motifs possibles. Parmi les 4α2L2B(L)
motifs disjoints pre´ce´dents, il en existe au moins 4α2L2 qui correspondent a` un meˆme
motif abstrait P .
De´sormais, nous ne retenons que 4α2L2 indices j ve´rifiant les conclusions du
lemme pre´ce´dent.
Lemme 1.41. Le nombre de composantes connexes du bord du motif P est compris
entre 2 et αL.
De´monstration du lemme 1.41.
Chaque polye`dre composant le motif P a α faces. Comme P est constitue´ d’au
plus L polye`dres, il a au plus αL faces. C’est un majorant du nombre de composantes
connexes du bord de P .
Pour voir qu’il y a au moins deux composantes connexes dans le bord de P , il
suffit de montrer par exemple que ∂P1 a au moins deux composantes connexes. Mais
comme la surface T1 est contenue dans l’inte´rieur du motif P1, P1∩(T × [0, 1]) 6= ∅ et
P1∩ (T × [1, 2]) 6= ∅. Comme le motif P1 est disjoint de T0 et T2, les re´gions produits
T × [0, 1] et T × [1, 2] ne sont pas contenues dans P1. Par connexite´ de T × [0, 1] et
T × [1, 2], le bord du motif P1 a au moins deux composantes connexes, l’une qui est
contenue dans T×]0, 1[ et l’autre dans T×]1, 2[. Ceci montre le lemme 1.41.
Notons ∂P = E1∪E2∪. . .∪Es, ou` les surfaces immerge´es Ej sont les composantes
connexes du bord du motif P , avec 2 ≤ s ≤ αL.
De´finition 1.42. Pour tout indice j entre 1 et 4α2L2 − 2, le motif Pj intersecte
T×]j − 1, j[ et T×]j, j + 1[. Au moins une composante connexe du bord de Pj est
incluse dans le bord de la composante de (T× [j−1, j])\(T× [j−1, j])∩Pj contenant
la fibre T × {j − 1}, que nous appellerons une composante ”gauche” du bord
du motif Pj. De meˆme, au moins une composante du bord de Pj est dans le bord
de la composante connexe de (T × [j, j + 1]) \ (T × [j, j + 1]) ∩ Pj contenant la fibre
T×{j+1}. Nous appellerons cette composante une composante ”droite” du bord
de Pj.
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Lemme 1.43. Pour tout indice j entre 1 et 4α2L2 − 2, choisissons une compo-
sante gauche et une composante droite (arbitrairement s’il en existe plusieurs du
meˆme type) pour le motif Pj. Ces deux composantes correspondent a` des compo-
santes connexes E−j et E
+
j du bord du motif abstrait P . Il y a au moins deux indices
j et k pour lesquels les couples de composantes gauches et droites correspondant aux
motifs Pj et Pk co¨ıncident dans ∂P .
De´monstration du lemme 1.43.
Comme il y a au plus s(s − 1) ≤ αL(αL − 1) < α2L2 couples de composantes
gauches et droites du bord de P , il y a au moins (4α2L2 − 2)/(α2L2) ≥ 2 surfaces
Tj et Tk avec 1 ≤ j < k ≤ 4α2L2 − 2, pour lesquelles les couples de composantes
gauches et droites correspondant aux motifs Pj et Pk co¨ıncident.
Par la suite, afin d’alle´ger les notations, nous noterons T1 la surface Tj, T2 la
surface Tk et T3 la dernie`re surface T4α2L2−1. Les surfaces T0 et T3 bordent un produit
T × [0, 3] dans M ′, tel que T1 = T × {1} et T2 = T × {2}. Les deux motifs P1
et P2 sont contenus dans l’inte´rieur du produit T × [0, 3]. Notons ψ = ϕ−12 ◦ ϕ1
l’home´omorphisme compose´ entre les motifs P1 et P2. Soit T
′
1 l’image de la surface
T1 dans l’inte´rieur du motif P2 par ψ : T
′
1 = ϕ
−1
2 ◦ϕ1(T1) = ψ(T1). C’est une surface
plonge´e dans le produit T × [0, 3]. Il est clair que les surfaces T1 et T2 sont paralle`les,
mais il est possible qu’elles soient plonge´es dans leurs motifs de manie`re diffe´rente.
Les surfaces T1 et T
′
1 sont en revanche plonge´es de manie`re identique dans les motifs
P1 et P2, mais rien ne permet d’affirmer a priori que ces deux surfaces sont paralle`les.
C’est l’objet du lemme suivant.
Lemme 1.44. Les surfaces T1 et T
′
1 sont paralle`les dans M
′.
De´monstration du lemme 1.44.
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Affirmation . La classe d’homologie de T ′1 dans le produit T × [0, 3] est e´gale a` la
classe d’homologie de la fibre [T ] = [T1] = [T2].
De´monstration de l’affirmation.
Par choix des surfaces T1 et T2, la composante gauche E
−
1 du bord du motif P1
et la composante gauche E−2 du bord du motif P2 ont la meˆme image dans le motif
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abstrait P : ϕ1(E
−
1 ) = ϕ2(E
−
2 ), donc E
−
2 = ϕ
−1
2 ◦ ϕ1(E−1 ). Par de´finition, E−2 est
un bord de la composante connexe de (T × [1, 2]) \ (T × [1, 2]) ∩ P2 contenant la
fibre T1, et la composante E
−
1 du bord du motif P1 est un bord de la composante
de (T × [0, 1]) \ (T × [0, 1]) ∩ P1 contenant la fibre T0. Comme P1 ∩ (T × [0, 1]) est
connexe, il existe un chemin γ′2, proprement plonge´ dans P1∩ (T × [0, 1]) et reliant la
composante E−1 a` la surface T1. L’image par l’home´omorphisme ψ = ϕ
−1
2 ◦ ϕ1 entre
les motifs P1 et P2 du chemin γ
′
2 est un chemin γ2 = ϕ
−1
2 ◦ ϕ1(γ′2) dans P2 reliant
la composante du bord E−2 a` la surface T
′
1. L’inte´rieur de ce chemin γ2 est contenu
dans l’inte´rieur de la composante de P2 \ T ′1 contenant E−2 . Soit x2 l’extre´mite´ de
γ2 appartenant a` la composante de bord E
−
2 , et x3 l’autre extre´mite´, situe´e sur la
surface T ′1.
De meˆme, il existe un chemin γ3 reliant x3 a` un point x4 appartenant a` la com-
posante droite E+2 du bord de P2, et dont l’inte´rieur est contenu dans l’inte´rieur de
la composante connexe de P2 \ T ′1 contenant E+2 .
Comme E−2 appartient au bord de la composante connexe de (T × [1, 2]) \ P2 ∩
(T × [1, 2]) contenant la fibre T1, il existe un chemin γ1 dont l’inte´rieur est contenu
dans l’inte´rieur de cette composante, et reliant un point x1 de la fibre T1 au point
x2 de E
−
2 . De meˆme, par choix de E
+
2 , il existe un chemin γ4 dont l’inte´rieur est
contenu dans l’inte´rieur de la composante de (T × [2, 3]) \P2 ∩ (T × [2, 3]) contenant
la fibre T3 et reliant le point x4 de E
+
2 a` un point x5 de T3. Pour finir, puisque le
produit T × [0, 1] est connexe, il existe un chemin γ0 dont l’inte´rieur est contenu
dans T×]0, 1[ reliant le point x1 de T1 a` un point x0 de T0.
Soit γ le chemin obtenu en concate´nant les chemins γ0, γ1, γ2, γ3 et γ4. Le che-
min γ relie le point x0 de T0 au point x5 de T3 et intersecte la surface T
′
1 en un seul
point x3. Comme l’orientation des motifs P1 et P2 co¨ıncide, le nombre alge´brique
d’intersection de γ avec la surface T ′1 est e´gal a` +1. C’est aussi le nombre alge´brique
d’intersection de γ avec la fibre T . Par dualite´ de Poincare´, comme le groupe d’ho-
mologie H2(T × [0, 3],Z) est de rang un, engendre´ par la classe de la fibre [T ], la
classe d’homologie de la surface T ′1 est e´gale a` la classe de la fibre dans l’homologie
du produit, ce qui prouve l’affirmation.
Comme la surface T ′1 est plonge´e dans le produit T × [0, 3], d’apre`s un re´sultat
de Waldhausen [Wa2], la surface T ′1 est paralle`le a` la fibre T1, e´ventuellement apre`s
avoir re´alise´ un nombre fini de compressions de T ′1. Mais comme la surface T
′
1 est
home´omorphe a` T1, elle est de meˆme genre que la fibre T1. Donc en fait, il n’y a pas
de compression, et ces deux surfaces bordent un produit dans M ′.
Lemme 1.45. La varie´te´ M posse`de un reveˆtement fini N de degre´ au plus d fibre´
sur le cercle, et la surface T1 plonge´e dans M
′ est une fibre virtuelle (incompressible).
De´monstration du lemme 1.45.
On peut couper la varie´te´ M ′ le long des deux surfaces disjointes T1 et T ′1, et
ne garder que la composante connexe correspondant a` la re´gion produit entre les
deux surfaces paralle`les. On identifie les deux surfaces via l’home´omorphisme ψ =
(ϕ−12 ◦ ϕ1)|T1 pour obtenir une varie´te´ N fibre´e sur le cercle, de fibre T̂1 = (T1 ∼ T ′1).
L’home´omorphisme ϕ−12 ◦ϕ1 identifiant la partie ”gauche” du motif P2 avec la partie
”gauche” du motif P1, apre`s recollement, on obtient un motif P̂1 correspondant a` T̂1
dans N home´omorphe au motif P . En effet, la partie ”gauche”de ce motif correspond
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a` la partie gauche du motif P2 via l’home´omorphisme ϕ2, et la partie ”droite” du
motif correspond a` la partie droite de P1 via l’home´omorphisme ϕ1. Comme ces
home´omorphismes pre´servent les recollements entre les faces de dimension 2 des
domaines fondamentaux, les recollements entre les domaines fondamentaux dans le
motif P̂1 sont les meˆmes que les recollements dans le motif mode`le P . On obtient
ainsi un pavage de N par au plus d copies de domaines fondamentaux home´omorphes
a` D et dont les recollements correspondent. Par conse´quent, N est un reveˆtement
fini de la varie´te´ de de´part M , de degre´ au plus d, et N est fibre´e sur le cercle, de
fibre T̂1.
?
?
×
×
T ′1T1
M ′
M
× ?
N
S1
T̂1
S1
F
W
Les deux reveˆtements M ′ et N admettent un reveˆtement fini galoisien commun
W , qui fibre sur le cercle puisque c’est un reveˆtement fini de N . Une composante de
l’image re´ciproque de T̂1 par l’application de reveˆtementW → N est une fibre F pour
la fibration de W sur le cercle. Mais comme le diagramme commute, F est e´galement
une composante connexe de l’image re´ciproque de la surface T1 plonge´e dans M
′,
car T1 et T̂1 se projettent sur la meˆme surface immerge´e dans M . Ainsi, la surface
T1 est une fibre virtuelle. Comme F est incompressible dans W , la surface de de´part
T1 plonge´e dans M
′ est e´galement incompressible. (Sinon, l’image re´ciproque d’un
disque de compression D pour T1 constituerait une famille de disques de compression
pour F , dont les bords bordent ne´cessairement des disques dans F . Comme le bord
de ces disques est homotopiquement trivial dans pi1(F ), son image par l’application
pi1(F ) → pi1(T1) induite par l’application de reveˆtement est nulle. Ainsi, le disque
D est homotopiquement trivial dans T1, ce qui est une contradiction.) Par suite, la
surface plonge´e T1 est une fibre virtuelle de M
′, et est incompressible.
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Par conse´quent, les m surfaces paralle`les de de´part sont des fibres virtuelles pour
la varie´te´ M ′, ce qui ache`ve la de´monstration de la proposition D des motifs.
Les m surfaces plonge´es ne sont pas quasi-Fuchsiennes, puisqu’elles sont des fibres
virtuelles.
Chapitre 2
Fibration de reveˆtements re´guliers.
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2.1 The´ore`me de fibration des reveˆtements galoisiens
finis.
L’objet de ce chapitre est de de´montrer dans le cadre des reveˆtements finis galoi-
siens une version un peu diffe´rente du the´ore`me principal A : ce re´sultat donne des
conditions suffisantes pour qu’un reveˆtement fini galoisien soit fibre´ sur le cercle S1.
The´ore`me 2.1 (de fibration des reveˆtements galoisiens finis.). Soit M une varie´te´
de dimension trois hyperbolique, connexe, oriente´e, compacte et sans bord. Notons
Inj(M) le rayon d’injectivite´ de M et soit  ≤ 1
2
Inj(M). Soit M ′ →M un reveˆtement
galoisien fini de degre´ d et F une surface plonge´e dans M ′, compacte, sans bord,
orientable, pseudo-minimale, et qui scinde le reveˆtement M ′ en q corps en anses
(e´ventuellement creux) C1, . . . , Cq. Soit c ≥ maxj=1,...,q{χ−(Cj)}. Supposons de plus
que tout lacet plonge´ dans Cj de longueur infe´rieure ou e´gale a`  est homotopique-
ment trivial dans Cj.
Il existe une constante explicite k˜ = k˜(,Vol(M)) > 0, ne de´pendant que de  et
du volume Vol(M), telle que si le degre´ du reveˆtement galoisien d ve´rifie
k˜ c2 < ln ln
d
q
,
alors le reveˆtement M ′ est fibre´ sur le cercle S1, et une fibre peut eˆtre obtenue par
chirurgie d’une composante connexe de F . En particulier, la varie´te´ M est virtuel-
lement fibre´e sur le cercle.
Remarque 2.2. A la diffe´rence du the´ore`me A, le the´ore`me 2.1 ne concerne que
les reveˆtements galoisiens. Mais il permet d’e´tablir une condition suffisante pour que
le reveˆtement conside´re´ soit lui-meˆme fibre´, et non pas juste virtuellement fibre´.
Si N est une varie´te´ de dimension trois, notons χh−(N) = 2g(N)−2 la caracte´ris-
tique de Heegaard de N . D’apre`s la preuve du The´ore`me 1 de Lackenby [La1], il existe
une constante C qui ne de´pend que de la varie´te´ M telle que si χh−(M
′)/ 4
√
d ≤ C,
alors le reveˆtement galoisien M ′ → M est fibre´ sur le cercle. Cependant, a` la diffe´-
rence de k˜, la constante C n’est pas explicite et semble de´pendre d’autres quantite´s
que  ≤ Inj(M)/2 et du volume de M .
De´monstration du the´ore`me 2.1.
Comme au chapitre 1, notons k0 = max
{
ln(4(2a′+1))
2 ln 2
, 1 + ln(1+ln(12V3/Vol(M))
2 ln 2
}
, ou`
V3 est le volume maximal d’un te´trae`dre hyperbolique ide´al dans H3 et a′ = 6(21/4+
3/4pi + 3/4+ 2/ sinh2(/4)).
Soit C un corps en anses de M ′ \ F dont le volume est au moins Vol(M)d/q.
Notons g(C) = g(∂+C) son genre et δ son diame`tre. D’autre part, soit K =
4
(
3 + 1
sinh 
8
2
)
g(C) − 10 et K ′ = 2a′χ−(C), ou` χ−(C) = 2g(C) − 2. Supposons
que k0 χ−(C)2 ≤ ln ln dq . Ceci entraˆıne que k0 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln dq .
D’apre`s la proposition C, il existe au moins m = (b 1
g(C)+1
d δ
36K
− 2
9
− K′
9K
ec − 4)
surfaces T1, . . . , Tm paralle`les, connexes et plonge´es dans C, dont le diame`tre dans la
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varie´te´ ambiante M ′ est uniforme´ment majore´ par 9K, se´pare´es les unes des autres
par une distance supe´rieure ou e´gale a` K, et chaque surface peut eˆtre recouverte
avec au plus K boules plonge´es dans M ′ de rayon 2.
La preuve du the´ore`me 2.1 repose sur deux propositions (les propositions 2.3 et
2.4) dont la de´monstration utilise de manie`re cruciale la re´gularite´ du reveˆtement
M ′ →M .
Proposition 2.3. Notons g(C) le genre du corps en anses C. Pour tout R > 0, soit
VolB(R) = pi(sinh(2R)−2R), le volume d’une boule hyperbolique de dimension trois
et de rayon R. Soit
S(g) = b Vol(M)
VolB(/4)
cbVolB((4K + 21/4))
VolB(/4)
c
4g
.
Si m > 20S(g(C)), il existe deux surfaces paralle`les disjointes T1 et T
′
1, et une
isome´trie h ∈ pi1(M)/pi1(M ′) pre´servant l’orientation telle que T ′1 = h(T1).
La de´monstration de cette proposition fait l’objet du paragraphe 2.2. La propo-
sition suivante permet alors d’achever la de´monstration du the´ore`me 2.1.
Proposition 2.4. Soit N une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, oriente´e,
connexe, compacte, sans bord, admettant une surface T plonge´e, connexe, compacte,
sans bord, orientable et un home´omorphisme d’ordre fini h tel que T et h(T ) sont
paralle`les et d’orientations cohe´rentes. Alors N est fibre´e sur le cercle S1, et l’on
peut obtenir une fibre a` partir de la surface T par compressions.
Lorsque les surfaces T et h(T ) sont incompressibles, cette proposition est le
lemme 14 de Lackenby [La1]. Comme rien ne permet de dire a priori que les surfaces
T1 et T
′
1 donne´es par la proposition 2.4 sont incompressibles, cette proposition est
de´montre´e au paragraphe 2.3.
Comme pour le nombre de motifs de domaines fondamentaux possibles interve-
nant dans la preuve du the´ore`me principal A, c’est le comportement asymptotique
de la fonction S(g) qui de´termine la condition suffisante du the´ore`me 2.1. Notons
K = a1g + b1, avec a1 = 4
(
3 + 1
sinh 
8
2
)
et b1 = −10.
S(g) = b Vol(M)
VolB(/4)
cbVolB(4a1g + (4b1 + 21/4)))
VolB(/4)
c
4g
= b Vol(M)
VolB(/4)
cb pi
VolB(/4)
(
e8a1g+(8b1+21/2) − e−8a1g−(8b1+21/2)
2
−(8a1g + (8b1 + 21/2)))c4g.
L’expression dominante dans S(g) lorsque g → +∞ est
b Vol(M)
VolB(/4)
c pi
2VolB(/4)
e32a1g
2
.
Des calculs en tout point similaires a` ceux de la de´monstration du the´ore`me A
permettent d’obtenir une constante explicite k˜ ne de´pendant que de  ≤ Inj(M)/2
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et du volume de M telle que si le degre´ du reveˆtement M ′ → M ve´rifie k˜ c2 ≤
ln ln(d/q), alors m > 20g(C) et les hypothe`ses de la proposition 2.3 sont satisfaites.
Il existe deux surfaces T1 et T
′
1 paralle`les et disjointes, ainsi qu’une isome´trie h ∈
pi1(M)/pi1(M
′) pre´servant l’orientation, telle que T ′1 = h(T1). Puisque le groupe
pi1(M)/pi1(M
′) est un groupe fini d’ordre d, l’ordre de l’home´omorphisme h est fini
(et divise d). On peut alors appliquer la proposition 2.4 : le reveˆtement M ′ est fibre´
sur le cercle et l’on peut obtenir une fibre a` partir de la surface T1 par compressions.
Comme la surface T1 fait partie des m surfaces plonge´es et paralle`les obtenues par
la proposition C, elle est isotope a` une surface obtenue a` partir du bord du corps
en anses C par compressions, donc a` une composante connexe de la surface F apre`s
chirurgies, ce qui ache`ve la de´monstration du the´ore`me 2.1.
2.2 Surfaces paralle`les et homotopies proches.
L’objet de ce paragraphe est de prouver la proposition 2.3, en s’appuyant sur des
re´sultats de T. Soma sur les homotopies proches [Som].
Rappelons que pour tout R > 0, VolB(R) = pi(sinh(2R) − 2R) est le volume
d’une boule plonge´e dans H3 de rayon R. Egalement,
S(g) = b Vol(M)
VolB(/4)
cbVolB((4K + 21/4))
VolB(/4)
c
4g
.
Notons T1, . . . , Tm les m surfaces paralle`les plonge´es dans M
′ obtenues par la
proposition C. Au lieu d’appliquer la proposition D, l’ide´e ici est de projeter les
surfaces Tj dans M par l’application de reveˆtement p : M
′ →M . Pour tout j entre
1 et m, notons Σj l’image de Tj par p : ce sont des surfaces immerge´es dans M ,
deux a` deux homotopes. Lorsque m est suffisamment grand, montrons qu’il y a un
nombre suffisant de ces surfaces pour lesquelles l’homotopie est assez petite, au sens
suivant.
De´finition 2.5. Soit T une surface connexe, compacte, sans bord et orientable, et
s > 0. Une homotopie F entre deux immersions g1 et g2 : T → M est dite
partiellement s-proche si l’homotopie F : T × I → M avec F|T×{0} = g1 et
F|T×{1} = g2 est telle qu’il existe un point x ∈ T pour lequel l’image F ({x} × I) est
un arc rectifiable de longueur infe´rieure ou e´gale a` s.
Proposition 2.6. Notons g le genre des surfaces Tj. D’apre`s la proposition C,
g ≤ g(C). Si m > 20S(g), alors il y a au moins 21 surfaces parmi les m surfaces Σj
immerge´es dans M pour lesquelles il existe entre chacune d’entre elles une homotopie
partiellement -proche.
De´monstration de la proposition 2.6.
Cette proposition est une adaptation a` notre cas du the´ore`me 0.1 de T. Soma
[Som]. En effet, les surfaces Σj conside´re´es ne sont pas des surfaces plisse´es et leur
groupe fondamental ne s’injecte pas ne´cessairement. Cependant, les surfaces Tj plon-
ge´es dans M ′ peuvent eˆtre recouvertes par au plus K boules de rayon 2 plonge´es
dans M ′, et cette proprie´te´ suffit pour adapter la de´monstration du the´ore`me de T.
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Soma et trouver des constantes approprie´es. En particulier, le diame`tre des surfaces
plonge´es Tj mesure´ dans la varie´te´ hyperbolique M
′ est majore´ par 4K.
Soit T la surface connexe, oriente´e, compacte et sans bord de genre g. Pour tout
j entre 1 et m, notons hj : T → Tj un home´omorphisme entre les surfaces T et Tj.
Soit H un graphe a` 2g pe´tales de T , de telle sorte que T prive´e d’un petit voisinage
re´gulier ouvert de H est un polygone a` 4g coˆte´s et 4g sommets. Pour tout j, soit
Hj = hj(H). Le graphe Hj est un graphe de Tj a` 2g pe´tales, tel que si l’on enle`ve a`
Tj un petit voisinage re´gulier ouvert de Hj, on obtient un polygone a` 4g coˆte´s et 4g
sommets. De plus, quitte a` bien choisir l’home´omorphisme hj, on peut s’assurer que
pour tous j et k, les graphes Hj et Hk sont homotopes dans M
′.
Soit x un point de l’inte´rieur de T \ H et pour tout j, notons xj = hj(x). En
choisissant de manie`re ade´quate le point x, on peut faire en sorte que pour tout j,
p(xj) appartienne a` l’inte´rieur de Σj \ p(Hj).
De´finition 2.7. Soit B une famille de boules plonge´es dans une varie´te´ N hyperbo-
lique et de rayon s, et une constante a > 0. Si as ≤ Inj(N), nous noterons B(a) la
famille des boules plonge´es de meˆme centre que les boules de B, mais de rayon as.
Soit B une famille de boules plonge´es dans M de rayon /4, d’inte´rieur deux a`
deux disjoints, et maximale pour cette proprie´te´. Par maximalite´, les boules de B(2)
de rayon /2 < Inj(M) recouvrent la varie´te´ M . En effet, par l’absurde, s’il existe un
point x de M n’appartenant pas a` une boule de B(2), l’inte´rieur de la boule plonge´e
de centre x et de rayon /4 est disjoint de l’inte´rieur des boules de B, ce qui contredit
la maximalite´ de B.
Lemme 2.8. Il existe au moins dm/b Vol(M)
VolB(/4)
ce > 20bVolB((4K+21/4))
VolB(/4)
c4g indices j
pour lesquels p(xj) ∈M appartient a` la meˆme boule de B(2).
De´monstration du lemme 2.8.
Il existe au moins dm/ |B(2)|e indices j pour lesquels p(xj) ∈ M appartient a` la
meˆme boule de B(2). Reste a` majorer |B(2)|.
Comme les boules de B sont plonge´es dansM et d’inte´rieurs deux a` deux disjoints,
on a
Vol(M) ≥
∑
B∈B
Vol(B)
≥ |B|VolB(/4).
Comme B(2) a le meˆme cardinal que B, on obtient la majoration
|B(2)| ≤ b Vol(M)
VolB(/4)
c.
Notons Π : H3 ' M˜ ′ → M ′ le reveˆtement universel de M ′. Soient B˜ = Π−1(B)
et B˜(2) = Π−1(B(2)). Prenons les indices j qui satisfont les conclusions du lemme
2.8. Pour tout j, soit x˜j un releve´ de xj dans H3. On peut choisir ces releve´s de telle
sorte que pour tout indice j, x˜j appartienne a` la meˆme boule B˜ de B˜(2). Soit y0 le
centre de la boule B˜ : B˜ = BH3(y0, /2).
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Notons ∆ l’adhe´rence de T \H : c’est un polygone a` 4g coˆte´s et 4g sommets, et
le reveˆtement universel T˜ ' R2 de T est pave´ par une infinite´ de copies de ∆. De
meˆme, pour tout indice j donne´ par le lemme 2.8, soit Dj l’adhe´rence de Tj \ Hj.
L’home´omorphisme hj : T → Tj donne naissance a` un home´omorphisme entre ∆
et Dj, ainsi qu’entre T˜ et le reveˆtement universel T˜j de Tj, pave´ par une infinite´ de
copies de Dj. Soit Uj l’adhe´rence de la composante connexe de la pre´image dans le
reveˆtement universel H3 de Tj \ Hj qui contient le point x˜j, et Ej la composante
connexe de l’image re´ciproque de Tj dans H3 contenant x˜j et Uj. Le point x˜j est dans
l’inte´rieur de Uj. Si les surfaces Tj sont incompressibles dans M
′, Uj est isome´trique
a` Dj et Ej est un plan. Comme les surfaces Tj peuvent eˆtre a priori compressibles,
Uj est home´omorphe au polygone Dj dont on a e´ventuellement identifie´ certaines
areˆtes, et on a un reveˆtement Ej → Tj dont la restriction Uj → Tj est surjective.
De meˆme, soit E un reveˆtement de T home´omorphe a` Ej pour tout j, et U ⊂ E
l’adhe´rence d’une composante connexe de la pre´image de T \H, tels que pour tout
j, on ait un home´omorphisme h˜j : U → Uj faisant commuter le diagramme suivant.
(T,H) (Tj, Hj)⊂M ′ Σj ⊂M
hj p
x xj
U
∆R2 ' T˜ ⊃
E ⊃ Uj
x˜j
⊂ Ej H3
Dj ⊂ T˜j ' R2
P
Π
h˜j i
L’application i est l’inclusion de Ej dans H3, le reveˆtement universel de M ′.
Comme les surfaces Tj sont paralle`les dans M
′ et que les graphes Hj sont homo-
topes, les releve´s Uj sont deux a` deux homotopes dans H3. Les surfaces n’ont pas de
proprie´te´s de ge´ome´trie intrinse`que particulie`res et l’on ne peut pas appliquer des
re´sultats sur les surfaces plisse´es comme dans [Som]. Ne´anmoins, le recouvrement des
surfaces plonge´es Tj par au plus K boules plonge´es de rayons 2 permet de controˆler
le diame`tre dans H3 des surfaces Uj. C’est le but du lemme suivant.
Lemme 2.9. Pour tout j et tout point y ∈ Uj, la distance dans H3 entre y et y0, le
centre de B˜, est au plus (4K + 9
2
).
De´monstration du lemme 2.9.
Nous savons qu’il existe une famille B′ d’au plus K boules plonge´es dans M ′ de
rayon 2 recouvrant la surface Tj plonge´e dans M
′. Soit B˜′ la famille des images
re´ciproques des boules de B′. C’est une famille de boules plonge´es de rayon 2 dont
la re´union recouvre l’image re´ciproque de Tj, donc en particulier la surface Ej.
Affirmation . Il existe une sous-famille B˜′′ d’au plus K boules de B˜′ dont la re´union
recouvre la surface U ′j constitue´e des points de Uj a` distance (mesure´e dans H3) au
moins 4 du bord de Uj.
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De´monstration de l’affirmation
Notons U ′j = {y ∈ Uj | dH3(y, ∂Uj) ≥ 4}. C’est une sous-surface ferme´e de Uj,
e´ventuellement vide.
Comme la famille de boules B′ plonge´es dans M recouvre la surface Tj, si C ′ est la
famille des boules de Tj induites par les traces des boules de B′ sur Tj, cette famille
recouvre Tj. Autrement dit, C ′ = {B ∩ Tj |B ∈ B′} et ∪C∈C′C = Tj.
Soit C˜ ′ l’image re´ciproque de C ′ dans le reveˆtement Ej → Tj. La re´union des
boules de C˜ ′ recouvre Ej. De plus, toute boule C˜ de C˜ ′ est la trace sur Ej d’une
unique boule de B˜′ plonge´e dans H3. Notons C˜ ′′ la sous-famille des boules de C˜ ′ qui
sont contenues dans Uj. Comme la projection Uj → Tj restreinte a` l’inte´rieur de Uj
est injective, a` toute boule C˜ de C˜ ′′ correspond une et une seule boule de C ′ qui est
l’image de C˜ par cette projection. Ainsi,
∣∣∣C˜ ′′∣∣∣ ≤ |C ′| = |B′| ≤ K.
Montrons que la re´union des boules des C˜ ′′ recouvre la surface U ′j. Soit y ∈ U ′j.
Comme U ′j ⊂ Ej, il existe une boule C˜ de C˜ ′ contenant y. Mais comme le diame`tre
de C˜ mesure´ dans H3 est 4 et que la distance dans H3 de y a` ∂Uj est au moins 4,
C˜ est contenue dans Uj, et donc appartient a` la sous-famille C˜ ′′. Par suite, on a bien
U ′j ⊂ ∪C˜∈C˜′′C˜.
Notons B˜′′ la sous-famille des boules de B˜′ dont les traces correspondantes sur la
surface Ej sont dans C˜ ′′. Par construction, B˜′′ est une sous-famille d’au plus K boules
de B˜′ dont la re´union recouvre la surface U ′j, ce qui de´montre l’affirmation.
D’apre`s l’affirmation, l’ensemble des points de Uj situe´s a` distance au moins 4 du
bord de Uj est contenu dans la re´union des boules de B˜′′. En particulier, le diame`tre
de U ′j est majore´ par 4K. Ainsi, pour tout point y de Uj, on a
dH3(y, x˜j) ≤ 4+ diamH3(U ′j) ≤ 4+ 4K = 4(K + 1).
Comme par choix, le point x˜j appartient a` la boule B(y0, /2), au final, pour tout
point y ∈ Uj,
dH3(y, y0) ≤ /2 + 4(K + 1) = (4K + 9
2
).
Rappelons que B est une famille de boules plonge´es dans M , de rayon /4, d’inte´-
rieurs deux a` deux disjoints, et maximale pour cette proprie´te´, si bien que la re´union
des boules de B(2) recouvre M . La famille B˜(2) est l’ensemble des images re´ciproques
de boules de B(2) dans H3. Ce sont donc des boules hyperboliques plonge´es et de
rayon /2. De plus, les inte´rieurs des boules de B˜ sont deux a` deux disjoints, et la
re´union des boules de B˜(2) recouvre H3. Comme le diame`tre de Uj est majore´ par
le lemme 2.9, on a le lemme suivant.
Lemme 2.10. Notons B˜(2)∗ l’ensemble des boules de B˜(2) qui intersectent la boule
de centre y0 et de rayon (4K + 9/2). On a la majoration∣∣∣B˜(2)∗∣∣∣ ≤ bVolB((4K + 214 ))
VolB( 
4
)
c.
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De´monstration du lemme 2.10.
Si B ∈ B˜ est concentrique avec une boule de B˜(2)∗, alors B est contenue dans la
boule de centre y0 et de rayon (4K + 9/2) + /2 + /4 = (4K + 21/4). Par suite,
VolBH3(y0, (4K + 21/4)) ≥
∣∣∣B˜(2)∗∣∣∣VolB(/4)
VolB((4K + 21/4)) ≥
∣∣∣B˜(2)∗∣∣∣VolB(/4),
ce qui conduit a` la majoration voulue.
Lemme 2.11. Notons V (∆) l’ensemble des 4g sommets de ∆. Soit v ∈ V (∆). A
tout j, il correspond un point v˜j de Uj qui est l’image de v par la compose´e de la
projection P : ∆→ U et de l’home´omorphisme h˜j : U → Uj.
Parmi les indices j pre´ce´dents, il en existe au moins 21 tels que pour tout sommet
v de ∆, les sommets v˜j correspondants appartiennent tous a` la meˆme boule de B˜(2)∗.
De´monstration du lemme 2.11.
D’apre`s le lemme 2.9, pour tout j, la surface Uj est contenue dans la boule ferme´e
de centre y0 et de rayon (4K +
9
2
). Ne´cessairement, les images des sommets de ∆
sont contenues dans les boules de B˜(2)∗. Comme d’apre`s le lemme 2.10,
∣∣∣B˜(2)∗∣∣∣ ≤
bVolB((4K+ 214 ))
VolB( 
4
)
c, il y a au moins dm/(b Vol(M)
VolB(/4)
cbVolB((4K+21/4))
VolB(/4)
c4g)e = dm/S(g)e >
20 indices j qui satisfont les conclusions du lemme 2.11.
Lemme 2.12. Soient j < k deux indices parmi les indices ve´rifiant les conclusions
du lemme 2.11. Il existe une homotopie dans M partiellement -proche entre les
surfaces Σj et Σk.
De´monstration du lemme 2.12.
Soit v un sommet de ∆. Il existe un arc ge´ode´sique minimisant αv reliant v˜j =
h˜j ◦ P (v) a` v˜k = h˜k ◦ P (v), les images de v dans H3. Comme les indices j et k sont
donne´s par le lemme 2.11, v˜j et v˜k appartiennent a` l’inte´rieur de la meˆme boule
de B˜(2)∗ et que cette boule a pour rayon /2, la longueur de la ge´ode´sique αv est
strictement plus petite que .
Soit F˜ : ∆ × I → H3 une homotopie entre Uj et Uk : F˜|∆×{0} = h˜j ◦ P et
F˜|∆×{1} = h˜k ◦P , et telle que pour tout sommet v de ∆, F˜ ({v}× I) = αv. Une telle
homotopie existe car nous avons vu que Uj et Uk sont homotopes dans H3.
Prenons deux sommets v et v′ de ∆. Ils sont identifie´s dans la surface T , donc
leurs images Π(v˜j) et Π(v˜′j) sont identifie´es dans Σj, tout comme Π(v˜k) et Π(v˜
′
k) dans
Σk : Π(v˜j) = Π(v˜′j) = wj et Π(v˜k) = Π(v˜
′
k) = wk dans M . Le lacet ferme´ Π(αv∪α−1v′ )
est la re´union de deux ge´ode´siques de M reliant wj a` wk et de longueur strictement
plus petite que 2 ≤ Inj(M). Donc ces deux ge´ode´siques sont en fait confondues :
Π(αv) = Π(αv′).
Ainsi, si deux areˆtes e et e′ du bord de ∆ sont identifie´es dans T , Π ◦ F˜|∂(e×I) =
Π ◦ F˜|∂(e′×I). Mais Π ◦ F˜|e×I ∪ Π ◦ F˜|e′×I est une sphe`re de dimension 2 immerge´e
dans M irre´ductible. Elle borde donc une boule immerge´e dans M . En modifiant
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F˜ par une homotopie fixant ∆ × {0, 1} ∪ V (∆) × I, on peut ainsi supposer que
Π ◦ F˜|e×I = Π ◦ F˜|e′×I .
Par suite, l’homotopie Π ◦ F˜ : ∆ × I → M est bien de´finie et donne naissance
a` une homotopie F : T × I → M entre les surfaces Σj et Σk. Si w est l’image des
sommets de ∆ identifie´s dans la surface T , par construction, F ({w} × I) = Π(αv)
est un arc ge´ode´sique de longueur strictement plus petite que . Donc l’homotopie F
est partiellement -proche, ce qui ache`ve la de´monstration du lemme 2.12, et aussi
de la proposition 2.6.
De´finition 2.13. Notons T × [1,m] le produit dans M ′ borde´ par les surface T1 et
Tm, de telle sorte que pour tout j, Tj co¨ıncide avec la fibre T ×{j}. Si l’on oriente la
surface T et que l’on transporte cette orientation pour tout j par l’home´omorphisme
hj : T → Tj, la surface Tj he´rite d’une orientation naturelle. Soit q un point
de la surface T . Nous dirons que deux surfaces Tj et Tk sont oriente´es de fac¸on
cohe´rente si le lacet {q}× [1,m] intersecte la surface fibre oriente´e Tj avec le meˆme
nombre alge´brique d’intersection qu’avec la surface fibre oriente´e Tk (et ce nombre
est dans l’ensemble {−1,+1}).
Lemme 2.14. Dans l’hypothe`se ou` m > 20S(g(C)), il existe au moins deux in-
dices j et k pour lesquels les surfaces Tj et Tk sont se´pare´es par une distance d’au
moins 10K, oriente´es de fac¸on cohe´rente, et dont les images Σj et Σk dans M sont
homotopes par une homotopie partiellement -proche.
De´monstration du lemme 2.14.
Deux quelconques des m surfaces plonge´es Tj sont se´pare´es par une distance d’au
moins K. Par conse´quent, parmi les 21 surfaces au moins ve´rifiant les conclusions
de la proposition 2.6, il y en a au moins trois qui sont se´pare´es les unes des autres
par une distance d’au moins 10K. Ne´cessairement, au moins deux de ces trois
surfaces sont de plus oriente´es de fac¸on cohe´rente dans le produit, ce qui de´montre
le lemme.
Fin de la de´monstration de la proposition 2.3.
Notons T1 et T2 les deux surfaces obtenues par le lemme 2.14. Relevons l’homo-
topie partiellement -proche entre Σ1 et Σ2 en une homotopie partiellement -proche
entre T2 et une surface plonge´e T
′
1 relevant Σ1. Comme le reveˆtement M
′ → M
est re´gulier, il existe une isome´trie h ∈ pi1(M)/pi1(M ′) pre´servant l’orientation et
telle que T ′1 = h(T1). En particulier, la surface T
′
1 est une copie isome´trique de T1,
situe´e a` distance au plus  de T2. Le diame`tre de T1 dans la varie´te´ M
′ e´tant ma-
jore´ par 4K, celui de T ′1 est aussi majore´ par 4K, ainsi d’ailleurs que celui de
T2. Mais comme les surfaces T1 et T2 sont se´pare´es par une distance d’au moins
10K, en utilisant le fait que K ≥ 1, les surfaces T1 et T ′1 sont a` distance au moins
10K − 4K − 4K −  ≥ K > 0, donc trop e´loigne´es pour pouvoir s’intersecter.
Comme la surface T ′1 est homotope a` T2, elle est paralle`le a` T1 dans le produit, et
T1 et T
′
1 sont oriente´es de fac¸on cohe´rente. Les surfaces T1 et T
′
1 ve´rifient donc les
conclusions de la proposition 2.3.
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2.3 Surfaces translate´es et fibration sur le cercle.
L’objet de ce paragraphe est de prouver la proposition 2.4. Supposons donc que
N est une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, oriente´e, connexe, compacte, sans
bord, admettant une surface T plonge´e, connexe, compacte, sans bord, orientable et
un home´omorphisme non trivial d’ordre fini h tel que T et h(T ) sont paralle`les et
d’orientations cohe´rentes. Le but est de montrer que N est fibre´e sur le cercle S1 et
que l’on peut obtenir une fibre a` partir de la surface T par compressions.
Dans le cas ou` la surface T est incompressible, c’est le Lemme 14 p. 148 de [La1].
Mais comme nous ne pouvons pas affirmer a priori que la surface T est incompres-
sible, il faut ge´ne´raliser la de´monstration de ce lemme.
Notons n l’ordre de l’home´omorphisme h : hn = id, et pour tout j entre 1
et n − 1, hj 6= id. Soit Y la re´gion produit de M ′ borde´e par T et h(T ) : Y '
T × I avec T × {0} ' T et T × {1} ' h(T ). L’home´omorphisme h restreint a` T
donne un home´omorphisme entre T × {0} et T × {1}. Soit {Yj, j ∈ Z} une famille
de´nombrable de copies de Y . Pour tout j ∈ Z, prenons gj : Y ' T × [j, j + 1]→ Yj
un home´omorphisme. On recolle T 0j+1 = gj+1(T ×{j + 1}) ⊂ Yj+1 avec T 1j = gj(T ×
{j + 1}) ⊂ Yj via l’home´omorphisme h : on identifie le point x ∈ T 0j+1 avec le point
gj ◦ h ◦ g−1j+1(x) ∈ T 1j . On obtient ainsi un produit infini Y∞ ' T × R dans lequel Yj
est identifie´ a` la tranche T × [j, j + 1] pour tout j ∈ Z via g−1j . Soit Π : Y∞ → N la
projection de´finie par Π|Yj = h
j ◦ g−1j . Ce produit est muni d’un home´omorphisme
naturel H˜ de´fini par H˜|Yj = gj+1◦g−1j agissant a` la manie`re d’une translation (”shift”).
De plus, par construction de H˜ et Π, on a Π ◦ H˜ = h ◦ Π.
Par suite, Π ◦ H˜n = hn ◦ Π et la projection Π se factorise par le groupe
〈
H˜n
〉
engendre´ par H˜n. Soit X = Y∞/
〈
H˜n
〉
et pi : Y∞ → X le reveˆtement, si bien que
que le diagramme suivant commute.
Y∞
N
XΠ
pi
Π
La varie´te´ X est fibre´e sur le cercle, de fibre home´omorphe a` T .
Lemme 2.15. La projection Π : X → N est un reveˆtement fini. En particulier, la
varie´te´ N est virtuellement fibre´e sur le cercle.
Remarque 2.16. Rien ne permet d’affirmer a priori que le reveˆtement Π : X → N
est galoisien.
De´monstration du lemme 2.15.
Comme la varie´te´ X est compacte, il suffit de montrer que l’application Π est un
home´omorphisme local. Comme pi : Y∞ → X est un reveˆtement, donc un home´o-
morphisme local, cela revient a` montrer que Π : Y∞ → N est un home´omorphisme
local. Par construction, pour tout j ∈ Z, la restriction de Π a` l’inte´rieur de Yj est
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un home´omorphisme sur l’inte´rieur de hj(Y ). il reste a` voir que Π est un home´o-
morphisme local au voisinage de tout point de Yj ∩ Yj+1 pour tout j ∈ Z. Mais par
construction, Π(Yj ∩ Yj+1) = hj+1(T ) et Π est un home´omorphisme local entre un
voisinage de tout point de Yj ∩ Yj+1 et un voisinage de hj+1(T ) dans N .
Montrons a` pre´sent que la varie´te´ N est elle-meˆme fibre´e et qu’une fibre de la
fibration de N sur le cercle s’obtient par compressions de la surface T . Pour tout
j ∈ Z/nZ, notons Tj = pi(Yj−1 ∩ Yj) et Xj = pi(Yj), ou` nous identifions une classe
j ∈ Z/nZ et un repre´sentant j ∈ Z. Soit H : X → X le projete´ de H˜ : c’est
l’home´omorphisme de X tel que le diagramme suivant commute.
Y∞ Y∞
X X
pi pi
H˜
H
Pour tout j ∈ Z/nZ, la re´gion Xj est home´omorphe au produit T × I et la res-
triction Π|Xj : Xj → hj(Y ) est un home´omorphisme. Les surfaces Tj sont deux a`
deux paralle`les dans X et Π(Tj) = h
j(T ) pour tout j. L’image re´ciproque Π
−1
(T )
contient la fibre T0. La difficulte´ re´side dans le fait que cette image re´ciproque peut
comporter d’autres composantes connexes, disjointes de T0. Il se peut que ces com-
posantes soient isotopes a` la fibre T0, mais a priori on ne peut pas savoir si Π
−1
(T )
est une fibre de la fibration de X. C’est pourquoi il faut regarder de plus pre`s ce qui
se passe. On a le lemme suivant.
Lemme 2.17. La classe d’homologie de la surface plonge´e T est non nulle dans
H2(N,Z).
Fin de la de´monstration de la proposition 2.4 en admettant le lemme 2.17.
En admettant le lemme 2.17, la classe d’homologie de Π
−1
(T ) dans H2(X,Z)
est e´galement non triviale. Mais une composante connexe de cette image re´ciproque
n’est autre que la fibre T0 de la fibration. Il existe un re´el t ∈]0, 1[ assez petit de
sorte que dans l’identification de X0 avec le produit T × I, la surface fibre T × {t}
est disjointe de Π
−1
(T ). En coupant la varie´te´ X le long de cette surface T ×{t}, on
obtient un produit T × [0, n] dans lequel la classe d’homologie de la surface plonge´e
Π
−1
(T ) est encore non nulle. D’apre`s un re´sultat de Waldhausen [Wa2], il existe
une suite finie de chirurgies qui permettent d’obtenir a` partir de la surface plonge´e
Π
−1
(T ) un certain nombre de surfaces isotopes a` des copies de la fibre T dans le
produit. Ainsi, la classe d’homologie de Π
−1
(T ) est fibre´e. D’apre`s le Lemme 2.4 p.
151 de Gabai [G2], la classe d’homologie de la surface T dans H2(N,Z) est e´galement
fibre´e. Donc en particulier, la varie´te´ N est fibre´e sur le cercle.
En comprimant la surface T dans N , on obtient une surface T ′ incompressible
et dans la meˆme classe d’homologie fibre´e que T . Pour prouver la proposition 2.4, il
reste a` montrer que T ′ est la fibre d’une fibration de N sur le cercle. Mais dans le
reveˆtement infini associe´ a` la fibration donne´e par la classe d’homologie [T ] = [T ′],
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les releve´s de la surface T ′ sont compacts. En effet, d’apre`s Stallings [St], le groupe
fondamental de T ′ est contenu dans le noyau du morphisme φ : N → Z dual de
la classe d’homologie fibre´e [T ] = [T ′]. Comme T ′ est incompressible, les releve´s de
T ′ sont des surfaces incompressibles, donc isotopes a` des copies de la fibre dans la
structure de produit infini de ce reveˆtement. Par suite, la surface T ′ qui se rele`ve en
des copies de la fibre, est une fibre de la fibration de N sur le cercle associe´e a` la
classe d’homologie de T .
De´monstration du lemme 2.17.
Les surfaces T et h(T ) sont paralle`les et disjointes, de telle sorte que ∂Y =
T unionsq h(T ). Lorsque l’on transporte le produit Y par les ite´re´s de h, la surface T
intersectera ne´cessairement un des ite´re´s hj(Y ) (ne serait-ce que pour j = n − 1
puisque hn−1(Y ) = h−1(Y ) et que T est une composante connexe du bord de h−1(Y )).
Soit j le plus petit entier compris entre 1 et n−1 tel que T intersecte hj(Y ). La surface
hj(T ) appartient aussi au bord de hj−1(Y ) si j ≥ 2, et h(T ) est disjointe de T si j = 1.
Par minimalite´ de j, la surface T ne peut pas intersecter hj(T ) ⊂ hj−1(Y ) ∩ hj(Y ).
Donc si T rencontre le bord de hj(Y ), c’est ne´cessairement selon la surface hj+1(T ).
Il y a alors plusieurs cas possibles.
Premier cas : j = n− 1.
Dans ce cas, pour tout k entre 1 et n − 2, la surface T ne rencontre pas hk(Y ).
Comme T et h(T ) sont paralle`les et disjointes, en transportant cette configuration
par l’home´omorphisme h−1 = hn−1, les surfaces T et hn−1(T ) sont paralle`les et
disjointes. Comme ∂hn−1(Y ) = hn−1(T ) ∪ T , il y a deux cas possibles.
Soit la surface T ne rencontre pas l’inte´rieur de hn−1(Y ) et si l’on coupe la varie´te´
N selon T , on obtient un produit Y ∪ h(Y ) ∪ . . . ∪ hn−1(Y ). Par suite, la varie´te´ N
est fibre´e sur le cercle, de fibre T .
Sinon, la surface T est contenue dans l’inte´rieur de hn−1(Y ) = h−1(Y ). En trans-
portant h−1(Y ) par l’home´omorphisme h, cela implique que la surface h(T ) est
contenue a` l’inte´rieur du produit Y borde´ par les surfaces T et h(T ), ce qui est une
contradiction.
Par suite, dans le premier cas, la varie´te´ N peut eˆtre munie d’une structure de
fibre´ sur le cercle de fibre T .
Deuxie`me cas : 1 ≤ j ≤ n− 2 et T ⊂ hj+1(T ).
Comme T est une surface ferme´e sans bord, ne´cessairement, T = hj+1(T ). En
coupant la varie´te´ N selon T , on obtient alors un produit Y ∪ h(Y )∪ . . .∪ hj(Y ) de
fibre T . Ainsi, dans ce deuxie`me cas, N peut eˆtre e´galement munie d’une structure
de fibre´ sur le cercle de fibre T .
Troisie`me cas : 1 ≤ j ≤ n− 2 et T n’intersecte pas la surface hj+1(T ).
Dans ce cas, la surface T est disjointe des images hj(T ) et hj+1(T ) et plonge´e
dans l’inte´rieur de la re´gion produit hj(Y ) borde´e par hj(T ) et hj+1(T ). La re´gion
Y ∪ h(Y ) ∪ . . . ∪ hj−1(Y ) est un produit plonge´ dans la varie´te´ N borde´ par les
surfaces T et hj(T ). Comme dans le produit hj(Y ), la surface hj+1(T ) est paralle`le
a` hj(T ) qui est elle-meˆme paralle`le a` T , les surfaces hj+1(T ) et T sont paralle`les.
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De plus, comme h pre´serve l’orientation, ces deux surfaces sont encore oriente´es de
fac¸on cohe´rente. Ainsi, dans le produit hj(Y ), la surface T est isotope a` une fibre
et oriente´e de manie`re cohe´rente. En particulier, lorsque l’on coupe la varie´te´ N
selon T , on obtient un produit de fibre T , et l’home´omorphisme de recollement pour
obtenir N a` partir de ce produit conserve l’orientation. Ainsi, dans ce cas aussi, N
admet une structure de fibre´ sur le cercle de fibre T .
Dernier cas : 1 ≤ j ≤ n− 2 et T intersecte transversalement la surface hj+1(T ).
C’est en re´alite´ le seul cas ou` la surface T n’est pas automatiquement une fibre
pour une fibration de N sur le cercle. Comme dans ce cas, la surface T intersecte
ne´cessairement l’inte´rieur de hj(Y ) et qu’elle ne peut pas intersecter l’inte´rieur de Y ,
on a j ≥ 2. La surface T rencontre a` la fois l’inte´rieur de hj(Y ) et celui de hj+1(Y ).
Puisque la surface T ne peut pas intersecter hj(T ), par minimalite´ de j, la re´gion
Y ∪ h(Y )∪ . . .∪ hj−1(Y ) est un produit plonge´ dans N , borde´ par T et hj(T ), deux
surfaces paralle`les et disjointes.
Le but est alors de construire un lacet ferme´ γ de N tel que le nombre d’intersec-
tion en homologie de γ avec la surface plonge´e T est e´gal a` +1. Par minimalite´ de j
et comme 2 ≤ j ≤ n− 2, les surfaces T , hj(T ) et h(T ) sont deux a` deux disjointes.
Soit a un arc oriente´, proprement plonge´ dans Y reliant le point x0 ∈ T ∩hj+1(T )
a` x1 = h(x0) ∈ h(T ) ∩ hj+2(T ). Notons b = a ∪ h(a) ∪ . . . ∪ hj−1(a). Pour tout
k entre 0 et j − 1, hk(a) est un arc oriente´, proprement plonge´ dans le produit
hk(Y ) reliant le point xk = h
k(x0) au point xk+1 = h
k+1(x0). Le chemin oriente´ b =
a∪h(a)∪ . . .∪hj−1(a) est proprement plonge´ dans le produit Y ∪h(Y )∪ . . .∪hj−1(Y )
et relie le point x0 ∈ T a` xj ∈ hj(T ). Ainsi, il n’intersecte la surface T qu’au point
x0 en reliant T a` h
j(T ).
Comme la surface T se´pare le produit hj(Y ), il existe un chemin oriente´ b′,
proprement plonge´ dans la composante borde´e par hj(T ) et T , et reliant le point
xj ∈ hj(T ) a` x0 ∈ T ∩ hj+1(T ). De plus, comme T ∩ hj−1(Y ) = ∅, la surface h(T )
n’intersecte pas le produit hj(Y ). Donc les points xj et x1 sont situe´s localement de
part et d’autre de la surface T . Ainsi, le lacet γ = b ∪ b′ est un lacet ferme´, plonge´
dans N et qui n’intersecte la surface T qu’au point x0, avec intersection +1. Cela
implique que la classe d’homologie de T est non nulle dans H2(N,Z), ce qui ache`ve
la de´monstration du lemme 2.17.
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Chapitre 3
Gradients sous-logarithmiques.
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3.1 Gradients de Heegaard.
Thurston a conjecture´ que toute varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientable, comple`te et de volume fini fibre virtuellement sur le cercle S1.
Lackenby [La3] a propose´ un programme pour re´soudre cette conjecture. Ce pro-
gramme repose sur deux conjectures concernant deux invariants d’une varie´te´ de
dimension trois, lie´s a` la croissance du genre de Heegaard dans des reveˆtements
finis.
Soit N une varie´te´ de dimension trois connexe, compacte et orientable. La ca-
racte´ristique de Heegaard χh−(N) de N est le minimum sur toutes les surfaces de
Heegaard F de la partie ne´gative χ−(F ) = min{−χ(F ), 0} de la caracte´ristique
d’Euler de F . En d’autres termes et d’apre`s le paragraphe 0.1, χh−(N) = 2g(N)− 2,
ou` g(N) est le genre de Heegaard de la varie´te´ N . De meˆme, la caracte´ristique de
Heegaard forte χsh− (N) est le minimum de χ−(F ) pour toute surface F de Heegaard
pour N fortement irre´ductible. Par convention, si la varie´te´ N n’admet aucune sur-
face de Heegaard fortement irre´ductible, χsh− (N) = +∞.
De´finition 3.1. [La3, p. 319 et 320]
Soit M une varie´te´ de dimension trois, connexe, compacte et orientable. Soit
(Mi → M)i∈I une famille de reveˆtements finis de M de degre´s di. Le gradient de
Heegaard associe´ a` la famille (Mi →M)i∈I est de´fini par :
∇h((Mi →M)i∈I) = inf
i∈I
{
χh−(Mi)
di
}
.
Lorsque la famille des reveˆtements finis de M n’est pas spe´cifie´e, on conside`re
la famille de tous les reveˆtements finis de M . Le gradient associe´ sera appele´ le
gradient de Heegaard de M , note´ ∇h(M).
De meˆme, le gradient de Heegaard fort associe´ a` la famille (Mi →M)i∈I
est :
∇sh(M) = inf
i∈I
{
χsh− (Mi)
di
}
.
Lorsque la famille conside´re´e est l’ensemble des reveˆtements finis de M , le gradient
associe´ sera appele´ le gradient de Heegaard fort de M , note´ ∇sh(M).
Lackenby [La3] montre que ces deux gradients fournissent des informations sur
l’existence de surfaces incompressibles dans des reveˆtements finis de degre´s suffisam-
ment grands d’une varie´te´ M . Ceci a conduit Lackenby a` formuler les conjectures
suivantes.
Conjecture 7 (Conjecture du gradient de Heegaard). [La3, p. 320]
Le gradient de Heegaard d’une varie´te´ hyperbolique M de dimension trois, connexe,
compacte et orientable, est nul si et seulement si M est virtuellement fibre´e sur le
cercle S1.
Conjecture 8 (Conjecture du gradient fort de Heegaard). [La3, p. 320]
Le gradient fort de Heegaard d’une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord est toujours strictement positif.
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Maher [Mah] a e´tabli le crite`re de fibration suivant (voir le The´ore`me 1.1 p. 2228
de [Mah]).
The´ore`me (Maher). Une varie´te´ de dimension trois M hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord est virtuellement fibre´e sur le cercle si et seulement
si M admet une famille infinie de reveˆtements finis (Mi → M)i∈I dont le genre de
Heegaard est uniforme´ment majore´.
La de´monstration de ce the´ore`me est a` l’origine de la preuve du the´ore`me A et
du the´ore`me E ci-dessous. L’objet de ce chapitre est d’e´tablir un crite`re de fibration
virtuelle plus faible que celui conjecture´ par Lackenby, mais plus fort que le re´sultat
de Maher. Maher lui-meˆme avait sugge´re´ la possibilite´ de fournir des constantes et
bornes explicites a` chaque e´tape de la preuve du The´ore`me 1.1 de [Mah], mais sans
aucune formulation pre´cise.
Pour donner un e´nonce´ aussi synthe´tique que possible, nous de´finissons deux nou-
veaux gradients de Heegaard. Ces gradients sont inspire´s des gradients de Lackenby,
mais en remplac¸ant le de´nominateur par une fonction sous-logarithmique du degre´
du reveˆtement di. Ils mesurent une croissance sous-logarithmique des caracte´ristiques
de Heegaard et des caracte´ristiques de Heegaard fortes dans des reveˆtements finis.
Avec ces gradients, nous obtenons une version sous-logarithmique des conjectures 7
et 8 de Lackenby.
Le the´ore`me suivant permet de remplacer l’hypothe`se technique (1) du the´ore`me
A par une hypothe`se topologique, ve´rifie´e en pratique dans le cadre des scindements
de Heegaard.
The´ore`me E. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivite´ de M et soit  ≤
1
2
Inj(M).
Il existe une constante explicite p = p(,Vol(M)) > 0, ne de´pendant que de  et
du volume Vol(M) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes.
Soit M ′ → M un reveˆtement fini de degre´ d contenant une surface plonge´e F ,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le reveˆtement M ′ en q
corps en anses (e´ventuellement creux) C1, . . . , Cq, et ayant les proprie´te´s suivantes.
1. Si F− est la re´union des composantes de F qui correspondent a` des bords
ne´gatifs des corps en anses Cj, F
− est une union de surfaces incompressibles.
2. Supposons que p c ln c < ln ln d
q
, ou` c = maxj=1,...,q{χ−(Cj)}.
Alors une des composantes connexe de F− est la fibre d’une fibration en surfaces
de M ′ (correspondant a` un fibre´ sur le cercle ou un I-fibre´ tordu). En particulier, la
varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1.
Remarque 3.2. Notons que le the´ore`me E implique que l’on peut trouver dans M ′
une fibre de genre au plus g = maxj=1,...,q{g(Cj)}, le maximum des genres des corps
en anses.
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Ce the´ore`me est de´montre´ au paragraphe 3.2. Le the´ore`me suivant est une conse´-
quence du the´ore`me E pre´ce´dent.
The´ore`me 3.3. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. S’il existe une famille infinie de reveˆtements finis (Mi →
M)i∈I de degre´s di telle que
inf
i∈I
χh−(Mi) ln(χ
h
−(Mi))
ln ln di
= 0,
alors pour une infinite´ d’indices i, la varie´te´ Mi contient une surface plonge´e qui est
la fibre d’une fibration en surfaces de Mi. En particulier, la varie´te´ M est virtuelle-
ment fibre´e sur le cercle S1.
La de´monstration de ce the´ore`me fait l’objet du paragraphe 3.3.
Puisque nous ne supposons pas a priori que le genre de Heegaard de la famille
des reveˆtements (Mi → M)i∈I est uniforme´ment majore´, ce the´ore`me est plus fort
que le The´ore`me 1.1 de [Mah] qu’il implique.
Soit S une surface de Heegaard pour une varie´te´ N . Notons HS le scindement
de Heegaard associe´ a` S, et c+(H′S) la complexite´ d’une de´composition H′S qui est
HS-mince. Par de´finition d’une de´composition HS-mince, cette quantite´ est inde´-
pendante de la de´composition H′S choisie (voir [CG], [ST2] et les rappels 0).
Remarque 3.4. Les conclusions du the´ore`me 3.3 restent vraies si l’on suppose
seulement que
inf
i∈I
c+(H′Si) ln(c+(H′Si))
ln ln di
χh−(Mi)
= 0,
ou` c+(H′Si) est la complexite´ d’une de´composition H′Si qui est HSi-mince, obtenue
a` partir du scindement de Heegaard HSi de surface de Heegaard Si de genre mi-
nimal (i.e. g(Si) = g(Mi)). Par exemple, les conclusions du the´ore`me 3.3 sont
encore ve´rifie´es s’il existe une constante θ ∈]0, 1[ telle que infi∈I χ
h
−(Mi)
dθi
= 0, et
infi∈I
c+(H′Si ) ln(c+(H
′
Si
))
ln ln di
= 0.
La conjecture du gradient de Heegaard et des re´sultats de fibration virtuelle
obtenus par Lackenby [La1] montrent que la premie`re de ces deux hypothe`ses est
assez raisonnable, tout particulie`rement dans le cas d’une tour de reveˆtements finis
galoisiens.
La complexite´ c+(H′Si) est majore´e par la caracte´ristique de Heegaard χh−(Mi)
de Mi, et minore´e par la complexite´ c+(Mi) de la varie´te´ Mi. Voir le paragraphe
0.1 pour plus de pre´cisions et les de´finitions. Cependant, nous ne savons pas si une
de´composition mince de complexite´ e´gale a` la complexite´ minimale c+(Mi) (la com-
plexite´ du reveˆtement Mi) peut toujours s’obtenir a` partir d’une surface de Heegaard
de genre minimal, e´gal a` g(Mi). Il se pourrait que pour toute surface de Heegaard Si
pour Mi de genre minimal, on ait c+(Mi) < c+(H′Si). Cela rend la quantite´ c+(H′Si)
relativement difficile a` estimer. Ainsi, il semble plus naturel d’exprimer le crite`re de
fibration uniquement en termes du comportement asymptotique de la caracte´ristique
de Heegaard des reveˆtements finis de M conside´re´s. Cela nous conduit a` introduire
la de´finition suivante.
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De´finition 3.5. Soit η ∈]0, 1[.
Le gradient de Heegaard η-sous-logarithmique de la varie´te´ M est de´fini
par :
∇hlog,η(M) = inf
{
χh−(Mi)
(ln ln di)η
}
,
ou` la borne infe´rieure porte sur l’ensemble (de´nombrable) de tous les reveˆtements
finis (Mi →M)i∈I de M , de degre´s di.
De meˆme, on peut de´finir le gradient de Heegaard fort η-sous-logarithmique
de la varie´te´ M par
∇shlog,η(M) = inf
{
χsh− (Mi)
(ln ln di)η
}
,
ou` la caracte´ristique de Heegaard du reveˆtement fini Mi → M est remplace´e par sa
caracte´ristique de Heegaard forte.
Si le gradient de Heegaard η-sous-logarithmique est nul, cela entraˆıne que
infi∈I
χh−(Mi) ln(χ
h
−(Mi))
ln ln di
= 0. Le the´ore`me suivant est une version sous-logarithmique
des conjectures 7 et 8 de Lackenby, dans le cas ou` la varie´te´ M est compacte et sans
bord. Sa premie`re partie est un corollaire presque imme´diat du the´ore`me 3.3.
The´ore`me 3.6. Soient M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et η ∈]0, 1[.
1. Le gradient de Heegaard η-sous-logarithmique ∇hlog,η(M) de M est nul si et
seulement si M est virtuellement fibre´e sur le cercle S1.
2. On a ∇shlog,η(M) > 0 : le gradient de Heegaard fort η-sous-logarithmique de M
est toujours strictement positif.
De´monstration du the´ore`me 3.6 premie`re partie.
Le sens direct de la partie (1) du the´ore`me ci-dessus est une conse´quence im-
me´diate du the´ore`me 3.3. Le sens re´ciproque provient du fait que toute varie´te´ de
dimension trois M virtuellement fibre´e sur le cercle admet une tour infinie de reveˆte-
ments finis de genre de Heegaard borne´. En effet, si M est virtuellement fibre´e, elle
admet un reveˆtement fini M ′ →M avec M ′ fibre´e sur le cercle, de fibre F . Mais toute
varie´te´ fibre´e sur le cercle de fibre F a son genre de Heegaard majore´ par 2g(F ) + 1,
donc sa caracte´ristique de Heegaard est borne´e par 2 |χ(F )| + 4. Ainsi, en prenant
la tour des reveˆtements finis (Mi →M)i∈N duaux de la fibre F , pour tout i, Mi est
fibre´e sur le cercle, de fibre home´omorphe a` F . Par suite, ∇hlog,η((Mi →M)i∈N) = 0
et le gradient de Heegaard η-sous-logarithmique de M est nul pour tout η ∈]0, 1[.
Nous re´servons la de´monstration de la seconde partie du the´ore`me 3.6 pour le
paragraphe 3.4.
En comparaison de certains re´sultats obtenus par Lackenby (voir [La3] et [La1]),
les the´ore`mes 3.3 et 3.6 sont valables sans se restreindre a` des reveˆtements finis
re´guliers de M , ou a` des reveˆtements finis d’irre´gularite´ borne´e. De plus, la famille
de reveˆtements finis (Mi → M)i∈I conside´re´e n’est pas force´ment une tour ou un
re´seau de reveˆtements.
100 3. Gradients sous-logarithmiques.
De meˆme, le the´ore`me 2.1 de fibration des reveˆtements galoisiens finis, adapte´
comme pour le the´ore`me E, et applique´ au cas des scindements de Heegaard permet
d’e´tablir le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3.7. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Soit  ≤ Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
k˜′ = k˜′(,Vol(M)) ne de´pendant que de  et du volume de M telle que si M ′ → M
est un reveˆtement fini galoisien de M de degre´ d avec
k˜′ χh−(M
′)2 < ln ln d,
alors le reveˆtement M ′ est fibre´ sur le cercle. En particulier, la varie´te´ M est vir-
tuellement fibre´e sur le cercle S1.
Remarque 3.8. La de´monstration du The´ore`me 1 p. 140 de [La1] implique que sous
les hypothe`ses du the´ore`me 3.7, il existe une constante c ne de´pendant que de M
telle que pour tout reveˆtement fini galoisien M ′ →M de degre´ d, si c χh−(M ′) ≤ 4
√
d,
alors M ′ est fibre´e sur le cercle. L’inte´reˆt du the´ore`me 3.7 re´side dans le fait que la
constante k˜′ ne de´pend que de  ≤ Inj(M)/2 et du volume de M , par une formule
explicite.
Sous les hypothe`ses du the´ore`me 3.3, lorsque l’indice i est suffisamment grand,
la varie´te´ Mi contient un nombre assez important de fibres virtuelles qui sont des
surfaces plonge´es incompressibles. Ces surfaces nous permettent alors d’estimer le
comportement du gradient de Heegaard fort sous-logarithmique.
The´ore`me 3.9. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. S’il existe une famille infinie de reveˆtements finis
(Mi →M)i∈N de degre´s di telle que
lim
i→+∞
χh−(Mi) ln(χ
h
−(Mi))
ln ln di
= 0,
alors pour tout θ ∈]0, 1[,
lim
i→+∞
χsh− (Mi)
(ln di)θ
= +∞.
Toute varie´te´ N de dimension trois ve´rifiant χh−(N) ≤ χsh− (N), le gradient de
Heegaard sous-logarithmique est toujours infe´rieur ou e´gal au gradient de Heegaard
fort sous-logarithmique. Si le gradient sous-logarithmique est strictement positif, le
gradient fort sous-logarithmique l’est aussi. Ainsi, le the´ore`me 3.9 constitue une
e´tape essentielle dans la de´monstration de la partie (2) du the´ore`me 3.6.
Nous re´servons la de´monstration du the´ore`me 3.9 et de la deuxie`me partie du
the´ore`me 3.6 au paragraphe 3.4.
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3.2 De´monstration du the´ore`me E.
Remarquons que la diffe´rence entre le the´ore`me E et le the´ore`me A est l’hypothe`se
(1). Les premie`re e´tapes de la de´monstration du the´ore`me E sont identiques a` celles
de la de´monstration du the´ore`me A (voir paragraphe 1.2). On munit le corps en
anses C d’une me´trique comple`te (lemme 1.11), on remplace les surfaces ∂+C et
∂−C par des surfaces simpliciales Σ1 et Σ0 (lemmes 1.16 et 1.4) et on re´alise un
balayage simplicial entre ces deux surfaces (lemme 1.20). On a donc un balayage
simplicial Φ : S × I → C tel que S0 = Φ(S × {0}) = Σ0 et S1 = Φ(S × {1}) = Σ1.
On veut ensuite re´aliser des chirurgies de balayage ge´ne´ralise´ comme de´crit au
paragraphe 1.2.2 pour tout voisinage de chirurgie E(γt) donne´ par la de´finition 1.26.
Si E(γt) = N[p,q](γt), pour tout r ∈ [p, q], la courbe N[r](γt) est une courbe ferme´e
simple sur la surface St de longueur au plus  et homotope a` γt.
Notons N+ = N (∂+C) = {x ∈ C , d(x,Σ1) ≤ /2}.
Soient K = 4
(
3 + 1/ sinh2 (/8)
)
g(C)− 10 et K ′ = 2a′ |χ(∂+C)|.
La proposition 1.23 se reformule avec l’hypothe`se (1) du the´ore`me E de la manie`re
suivante.
Proposition 3.10. Soit µ > 0. Il existe une constante η > 0 aussi petite que voulue,
de´pendant seulement du balayage simplicial {St}t∈I et de µ, et une suite finie de
chirurgies du balayage simplicial qui donne un balayage ge´ne´ralise´ {Ŝt}t∈I de C et
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes.
Pour tout temps re´gulier t ∈ [η, 1− η], le -diame`tre intrinse`que de toute compo-
sante de Ŝt ne rencontrant pas N+ est infe´rieur ou e´gal a` K. Dans tous les cas, le
diame`tre de toute composante connexe de Ŝt mesure´ dans le corps en anses C est au
plus (1 + 2K ′+ 2K). Pour tout t ≥ 1− η, tout point de la surface Ŝt est a` distance
au plus K ′ de Σ1. Pour t ≤ η, tout point d’une des surfaces de balayage de de´part
St est a` distance au plus µ/2 de Σ0. De plus, pour tout temps re´gulier t, la surface
Ŝt est homotope a` une surface plonge´e obtenue a` partir de ∂+C par chirurgies.
De´finition 3.11. Nous appellerons voisinage de chirurgie persistant de St tout
voisinage de chirurgie E(γt) dont la ge´ode´sique correspondant γt n’est pas homotopi-
quement triviale dans C.
Lemme 3.12. Soit t ∈]0, 1[ et E(γt) un voisinage de chirurgie pour St.
Si la courbe de chirurgie correspondante γt est homotopiquement non triviale
dans C, alors E(γt) est tout entier contenu dans N+.
En particulier, pour tout couple de points x et y dans l’union des voisinages de
chirurgie persistants de St, la distance dans C entre x et y est au plus +diam(Σ1) ≤
(1 + 2K ′).
De´monstration du lemme 3.12.
Pour tout r ∈ [p, q], comme la courbe N[r](γt) est de longueur au plus  <
Inj(M ′), elle est homotopiquement triviale dans M ′ et est contenue dans une boule
hyperbolique B isome´triquement plonge´e dans M ′ et de diame`tre /2.
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Puisque la courbe γt est homotopiquement non triviale dans C et que N[r](γt) lui
est homotope, B ∩ ∂C 6= ∅. Par l’hypothe`se (1) du the´ore`me E, le bord ne´gatif ∂−C
est incompressible, donc ne´cessairement B ∩ ∂+C 6= ∅, soit encore avec les surfaces
simpliciales, B ∩ Σ1 6= ∅. Ainsi, puisque la courbe N[r](γt) est contenue dans B est
que B rencontre Σ1, tout point de N[r](γt) est a` distance au plus /2 de Σ1. Par
suite, le voisinage de chirurgie E(γt) tout entier est contenu dans N+.
On conclut en remarquant que le diame`tre de N+ mesure´ dans la varie´te´ C est
au plus + diam(Σ1) ≤ (1 + 2K ′).
Remarque 3.13. Soit E(γt0) un voisinage de chirurgie pour un certain temps t0 ∈
]0, 1[ et [a, b] un intervalle de temps maximal pour lequel E(γt) n’est pas vide. Si un
des voisinages E(γt1) est persistant, alors tous les voisinages E(γt) le sont pour tout
temps t dans le segment [a, b].
En effet, pour t ∈ [a, b], les courbes γt sont toutes homotopes, donc si l’une
d’entre elles n’est homotopiquement pas triviale, aucune ne l’est.
De´monstration de la proposition 3.10 ;
D’apre`s la remarque, le fait d’eˆtre persistant ou non ne de´pend que de l’intervalle
maximal [a, b] sur lequel le voisinage de chirurgie E(γt) existe. Si le voisinage n’est
pas persistant, on applique sur [a, b] la construction donne´e lors de la de´monstration
de la proposition 1.23, en effectuant des chirurgie de balayage ge´ne´ralise´. Puisque les
voisinages ne sont pas persistants, les courbes N[r](γt) sont toutes homotopiquement
triviales dans C, et bordent des disques immerge´s dans C. L’ope´ration de chirurgie
de´crite a` la de´finition 1.22 est alors possible. En revanche, on ne touche pas aux
voisinages de chirurgie persistants.
Soit t ∈ [η, 1− η]. Si aucun des voisinages de chirurgie E(γt) n’est persistant, ils
ont pu eˆtre enleve´s pour former la surface Ŝt, d’apre`s le lemme 1.28, le -diame`tre
intrinse`que de la surface Ŝt est au plus K.
Sinon, d’apre`s le lemme 3.12, cela signifie que l’union des voisinages de chirurgie
E(γt) persistants est contenue dans N+. Comme le diame`tre de N+ mesure´ dans C
est au plus (1+2K ′), et que le -diame`tre intrinse`que des composantes de Ŝt prive´es
des voisinages de chirurgie persistants est au plus K toujours par le lemme 1.28, le
diame`tre dans le corps en anses C de toute composante connexe de Ŝt est au plus
(1 + 2K ′ + 2K).
De plus, si une composante de Ŝt ne rencontre pas N+, cela signifie qu’elle ne
contient aucun voisinage de chirurgie persistant, et donc d’apre`s ce qui pre´ce`de, son
-diame`tre intrinse`que est au plus K.
La suite de la de´monstration est semblable a` celle du the´ore`me A. On peut
montrer un analogue de la proposition B.
Proposition B’ (des Surfaces Emboˆıte´es).
Supposons l’hypothe`se (1) du the´ore`me E. Soit δ le diame`tre du corps en anses
C inclus dans M ′,  ≤ Inj(M)/2, K = 4
(
3 + 1
sinh 
8
2
)
g(C)− 10 et K ′ = 2a′χ−(C).
Supposons que k0 χ−(C) lnχ−(C) ≤ ln ln dq .
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Avec ces hypothe`ses, il existe au moins n = d δ
36K
− 2
9
− K′
3K
e surfaces orientables,
disjointes, emboˆıte´es et immerge´es dans C. Toutes ces surfaces sont homotopes a`
des surfaces obtenues a` partir de ∂+C par compressions. De plus, ces surfaces ont
un -diame`tre dans M ′ majore´ par K et deux surfaces sont toujours se´pare´es l’une
de l’autre par une distance d’au moins 10K.
De´monstration de la proposition B’.
La de´monstration des re´sultats du paragraphe 1.2.3 ne de´pend pas de l’hypothe`se
(1) du the´ore`me A, et reste donc valide sous l’hypothe`se (1) du the´ore`me E. Il reste
a` adapter la fin de la de´monstration de la proposition B et de calculer les nouvelles
constantes.
Soit c l’arc ge´ode´sique minimisant la longueur du point x0 obtenu au lemme 1.29
au bord ∂+C. Notons encore µ > 0 la distance se´parant la ge´ode´sique c de Σ0. Soit
L la longueur de c. On a l’ine´galite´ L ≥ δ
2
− 2K ′. Soit ` 7→ c(`) un parame´trage par
longueur d’arc de la ge´ode´sique c, de telle sorte que c(0) = x0 et c(L) = y0 ∈ ∂+C.
Montrons tout d’abord que Et = ∅ pour tout t ∈ [0, η], ou` η est la constante four-
nie par la proposition 3.10. Comme chaque surface du balayage simplicial d’origine
St est contenue dans un µ/2-voisinage de S0 = Ŝ0 pour tout t ≤ η, et que la distance
entre c et S0 est au moins µ, la ge´ode´sique c ne rencontre aucune surface de balayage
St pour t ≤ η. Comme les nouvelles surfaces de balayage Ŝt sont obtenues a` partir
des surfaces St par chirurgie, le nombre alge´brique d’intersection entre c et Ŝt est le
meˆme que celui entre c et St. Il est donc encore nul pour t ≤ η. Par conse´quent, la
ge´ode´sique c est un arc reliant x0 a` Σ1 dont le nombre d’intersection avec Ŝt est nul
pour t ≤ η. Par de´finition, les surfaces Ŝt ne se´parent pas x0 de ∂+C pour t ≤ η, ce
qui montre qu’il n’y a pas de composante connexe de Dt contenant x0. Ainsi, Et = ∅
pour tout t ∈ [0, η].
Supposons que δ
2
− 6K ′ ≥ 5K. Comme les ensembles Et varient continuˆment
avec le temps t, la fonction L qui au temps t associe la longueur de c ∩ Et est
une application continue. Comme L(η) = 0 et L(1) = L (la longueur de l’arc c),
on en conclut qu’il existe un temps t1 ∈]η, 1[ tel que L(t1) = L − 2(1 + K +
K ′). Soit S1 le bord de Et1 . D’apre`s le lemme 1.32, la surface immerge´e S1 est une
composante connexe de Ŝt1 . Comme c est une ge´ode´sique minimisante parame´tre´e
par longueur d’arc, pour tous a et b ∈ [0, L], on a d(c(a), c(b)) = |b− a|. Ainsi, le
point d’intersection c(L(t1)) entre S1 et c est a` distance 2(1 + K + K ′) de ∂+C.
Puisque par construction, tout point de la surface Ŝt pour t ≥ 1 − η est a` distance
au plus K ′ de ∂+C, ne´cessairement, t1 < 1− η. Comme, pour t ≤ η, les ensembles
Et sont vides, en fait η < t1 < 1 − η. Par de´finition de Et1 , la surface S1 se´pare x0
de ∂+C. Par le lemme 1.32, S1 est connexe. Montrons que le -diame`tre de S1 est au
plus K. D’apre`s la proposition 3.10, le diame`tre dans C d’une composante connexe
de Ŝt est au plus (1 + 2K + 2K
′). De plus, si S1 contient un voisinage de chirurgie
persistant, cela signifie que S1 rencontre N+. Par suite, tout point de S1 serait a`
distance au plus (1 + 2K + 2K ′) + /2 de ∂+C, ce qui contredit le fait que le point
d’intersection entre S1 et c est a` distance 2(1 + K + K
′) > (1 + 2K + 2K ′) + /2
de ∂+C. Ainsi, S1 ne contient aucun voisinage de chirurgie persistant. D’apre`s la
proposition 3.10, son -diame`tre est au est au plus K et son diame`tre dans C au
plus 2K. Par suite, la surface S1 ne peut pas intersecter {c(`) , 0 ≤ ` < L− 2(1 +
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K +K ′)− 2K)} ∪ {c(`) , L− 2(1 +K ′) < ` ≤ L}. Soit `1 la plus petite valeur de
` telle que c(`) ∈ S1. Il vient L − 2(1 + 2K + K ′) ≤ `1 ≤ L − 2(1 + K ′). Comme
K ′ > 1, on a L− 2(1 + 2K +K ′) ≥ L− 4(K +K ′) ≥ δ
2
− 4K − 6K ′ ≥ K > 0.
Soit c1 = {c(`) , 0 ≤ ` ≤ `1−14K}. En remplac¸ant c par c1, nous pouvons ite´rer
le processus de´crit pre´ce´demment. Si K est assez petit par rapport a` δ, il existe un
instant t2 tel que la longueur de c1 ∩ Et2 est e´gale a` : lgr (c1)− 2K = `1 − 16K ≥
L−20K−2(1+K ′) ≥ L−20K−4K ′. Pour les meˆmes raisons que pre´ce´demment,
le bord de Et2 est une surface S2 qui est une composante connexe de Ŝt2 se´parant x0
de ∂+C, et intersectant c1 seulement selon l’ensemble {c1(`) , (`1 − 14K)− 4K ≤
` ≤ `1 − 14K}. De plus, la surface S2 est de nouveau trop e´loigne´e du bord ∂+C
pour contenir un voisinage de chirurgie persistant, et son -diame`tre est au plus K
par la proposition 3.10.
Montrons que la distance entre les surfaces S1 et S2 est infe´rieure ou e´gale a` 10K.
Soit `2 le plus petit re´el ` tel que c(`) ∈ S2. D’apre`s ce qui pre´ce`de, `2 ≤ `1 − 14K.
Comme c(`1) ∈ S1 et c(`2) ∈ S2, il vient :
dist(S1, S2) ≥ dist(c(`1), c(`2))− diam(S1)− diam(S2)
≥ (`1 − `2)− 4K
≥ 14K − 4K = 10K.
On peut alors re´ite´rer le proce´de´ avec c2 = {c(`) , 0 ≤ ` ≤ `2−14K}, a` condition
toutefois que `2 − 14K > 4K, donc par exemple si L− 2× 18K − 4K ′ > 4K.
On ne peut plus ite´rer lorsque L−18K(n−1)−4K ′ > 4K mais L−18Kn−
4K ′ ≤ 4K, donc pour n = dL−4(K+K′)
18K
e. Comme L ≥ δ
2
−2K ′, n ≥ d δ
36K
− 2
9
− K′
3K
e,
et la proposition B’ des Surfaces Emboˆıte´es est de´montre´e.
La fin de la de´monstration du the´ore`me E est en tout point similaire a` celle du
the´ore`me A, en remplac¸ant 9K par 3K dans l’expression de n. On obtient ainsi une
nouvelle constante explicite p se comportant comme k.
Plus pre´cise´ment, le lemme 1.6 se reformule ainsi.
Lemme 3.14. Sous les hypothe`ses du the´ore`me E et avec ces notations, on peut
trouver dans le corps en anses C de M ′ au moins m surfaces plonge´es, paralle`les et
disjointes ve´rifiant les conclusions de la proposition C, avec
m ≥ 2
χ−(C) + 4
 ln
(
d
q
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχ−(C) + b)
− 2
9
(1 +
3a′
a
)
− 5.
Ainsi, en posant
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p0 = max
{
ln(4(2a′ + 1))
2 ln 2
, 1 +
ln(1 + ln(12V3/Vol(M))
2 ln 2
}
,
c1 =
1
a
(
16Vol(M)
pi(sinh(2)− 2) +
1

− b
)
p1 =
1
2 ln 2
ln (72(2D + 1)(c1 + 4)
(
3 + 2(ασ)2(ac1 + b)
2(
√
2ασ(ac1 + b))
ασ(ac1+b)
)
+ 16(1 +
3a′
a
)(ac1 + b)− ln
(
Vol(M)
2pi
)
),
c′2 = max{c1,
1
a
(
ln 5− ln(4α2σ2(2a+ b)2)
ασ ln(2
√
2ασa)
− b
)
,
1
a
(
ln(1 + 3a
′
a
)− ln(108α2σ2(2a+ b)2)
ασ ln(
√
2ασ(2a+ b))
− b
)
, b/a, 4, 2
√
2ασa,
b
a
+
4
ασa
,
ln(18432α2σ2a3(2
√
2ασa)ασb)
ασa ln 2
,
1
a
 1
ασ ln(
√
2ασ(2a+ b))
ln
 1
4α2σ2(2a+ b)2
(
∣∣∣− ln Vol(M)2pi − 29(1 + 3a′a )∣∣∣
216(2a+ b)
− 5)
− b
},
p2 = 4ασa, et
p3 =
1
c1 ln c1
ln (36(ac′2 + b)(c
′
2 + 4)
(
4(ασ)2(ac′2 + b)
2(
√
2ασ(ac′2 + b))
ασ(ac′2+b) + 5
)
+ 16(ac′2 + b)(1 +
3a′
a
)− ln Vol(M)
2pi
),
la constante p = max{p0, p1, p2, p3} convient pour l’hypothe`se (2) du the´ore`me E.
3.3 De´monstration des the´ore`mes 3.3 et 3.7 : gra-
dients de Heegaard sous-logarithmiques.
Nous commenc¸ons par prouver une version plus forte du the´ore`me 3.3.
Proposition 3.15. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une famille infinie de reveˆ-
tements finis (Mi →M)i∈I de M de degre´s di telle que
inf
i∈I
c+(H′Si) ln(c+(H′Si))
ln ln di
χh−(Mi)
= 0,
ou` Si est une surface de Heegaard pour Mi de genre minimal, et c+(H′Si) est la
complexite´ d’une de´composition HSi-mince obtenue a` partir de ce scindement.
Alors pour une infinite´ d’indices i ∈ N, les hypothe`ses du the´ore`me E sont satis-
faites, et le reveˆtement Mi contient une surface plonge´e de genre au plus (c+(H′Si)/2+
1) qui est la fibre d’une fibration en surfaces.
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De´monstration de la proposition 3.15.
Sans perdre de ge´ne´ralite´ et quitte a` conside´rer une sous-suite, on peut supposer
que I = N, et limi→+∞
c+(H′Si ) ln(c+(H
′
Si
))
ln ln(di/χh−(Mi))
= 0.
Soit i ∈ N. La surface Si est une surface de Heegaard pour Mi de genre minimal :
g(Si) = g(Mi). En partant de la surface Si, on peut obtenir un scindement de
Heegaard ge´ne´ralise´ H′Si qui est une de´composition HSi-mince (voir [ST2], [La3] et
les rappels 0). L’inte´reˆt d’une de´composition HSi-mince est qu’elle permet d’obtenir
une surface pseudo-minimale, et que les composantes ne´gatives des bords des corps
en anses sont incompressibles, ce qui permettra d’appliquer le the´ore`me E. C’est ce
que rappelle le the´ore`me suivant. Sa partie topologique (1) est une conse´quence des
travaux de Casson et Gordon, Scharlemann et Thompson ([CG] et [ST2]). La partie
me´trique (2) provient de re´sultats de Frohman, Freedman, Hass et Scott concernant
les surfaces incompressibles ([FHS] et [FH]). La dernie`re partie (3) est un re´sultat
de Pitts et Rubinstein ([PR], voir aussi [Sou], [CDL] et [P]).
The´ore`me 3.16. Soient N une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et H′ un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ qui est
une de´composition H-mince pour un certain scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ H.
Alors H′ ve´rifie les proprie´te´s suivantes.
1. Chacune des surfaces paires est incompressible dans N et les surfaces impaires
forment des surfaces de Heegaard fortement irre´ductibles pour les composantes
connexes de la varie´te´ N de´coupe´e le long des surfaces paires.
2. Chaque surface paire, en tant que surface incompressible, est isotope a` une sur-
face minimale ou au bord d’un petit voisinage re´gulier d’une surface minimale
non orientable.
3. Chaque surface impaire, en tant que surface de Heegaard fortement irre´duc-
tible, est isotope a` une surface minimale ou au bord d’un petit voisinage re´gulier
d’une surface minimale non orientable, avec un petit tube attache´ verticalement
dans la structure de I-fibre´.
Lemme 3.17. Soit N une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Soit S une surface de Heegaard pour N de genre minimal
et F la surface correspondant a` un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ H′S qui est
une de´composition HS-mince. Alors F est une surface pseudo-minimale, qui divise
la varie´te´ N en q ≤ χh−(N) + 2 corps en anses C1, . . . , Cq avec χ−(Cj) ≤ c+(H′S)
pour tout j entre 1 et q. De plus, si F− est la re´union des composantes ne´gatives
des bords des corps en anses, F− est une union de surfaces incompressibles.
De´monstration du lemme 3.17.
Sous ces hypothe`ses, la surface F est la re´union des surfaces paires et impaires
d’une de´composition HS-mince associe´e a` la surface de Heegaard S de N . D’apre`s
le the´ore`me 3.16, F− est la re´union des surfaces paires, donc une union de sur-
faces incompressibles, et quitte a` isotoper F , on peut supposer que cette surface est
pseudo-minimale, comme de´fini au chapitre 1.
Un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ peut eˆtre vu comme une de´composition
en anses de la varie´te´ N , ou` certaines 2-anses sont attache´es avant d’autres 1-anses.
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Partant d’une de´composition en anses associe´e au scindement de Heegaard de N de
surface S, le scindement ge´ne´ralise´ en position mince de surface F est obtenu en
changeant l’ordre dans lequel les 1-anses et les 2-anses sont attache´es. Comme au
de´part le scindement de Heegaard correspondait a` une de´composition avec g(S) =
g(N) 1-anses et g(N) 2-anses, le scindement ge´ne´ralise´ en position mince comporte
e´galement g(N) 1-anses et g(N) 2-anses. Ainsi, la surface F de´coupe la varie´te´ N en
au plus 2g(N) = χh−(N) + 2 corps en anses. En prenant les notations du the´ore`me
A, si N \ F est constitue´ de q corps en anses, alors q ≤ χh−(N) + 2.
Par de´finition de la complexite´ d’un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ et comme
la surface F correspond a` une de´composition HS-mince, la caracte´ristique χ−(C) de
chacun des corps en anses C de N \ F est majore´e par c+(H′S).
Soit  ≤ Inj(M)/2 et p = p(,Vol(M)) la constante obtenue au the´ore`me E.
Lemme 3.18. Il existe i0 ∈ N tel que si i ≥ i0, alors p ci ln ci < ln ln diqi et les
hypothe`ses du the´ore`me E sont satisfaites.
De´monstration du lemme 3.18.
La surface Si est une surface de Heegaard pour Mi de genre minimal. Soit Fi la
surface correspondant a` un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ qui est une de´compo-
sition HSi-mince. D’apre`s le lemme 3.17, la surface Fi est une surface plonge´e dans
Mi, compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, et qui scinde le reveˆtement
Mi en qi ≤ χh−(Mi) + 2 corps en anses C avec χ−(C) ≤ c+(H′Si) = ci. De plus, F−i
est une union de surfaces incompressibles.
Ainsi, afin de ve´rifier les hypothe`ses du the´ore`me E, il reste a` montrer que pour
i suffisamment grand, p ci ln ci ≤ ln ln diqi .
Mais comme limi→+∞
c+(H′Si ) ln(c+(H
′
Si
))
ln ln(di/χh−(Mi))
= 0, il existe i0 ∈ N tel que pour i ≥ i0,
c+(H′Si ) ln(c+(H
′
Si
))
ln ln(di/(χh−(Mi)+2))
< 1/p. Puisque qi ≤ χh−(Mi) + 2, cet entier i0 convient. Ceci ache`ve
la de´monstration du lemme 3.18, ainsi que de la proposition 3.15.
Lemme 3.19. S’il existe une constante θ ∈]0, 1[ telle que limi→+∞ χ
h
−(Mi)
dθi
= 0 et si
limi→+∞
c+(H′Si ) ln c+(H
′
Si
)
ln ln di
= 0, alors limi→+∞
c+(H′Si ) ln c+(H
′
Si
)
ln ln
di
χh−(Mi)
= 0 et les conclusions
de la proposition 3.15 sont encore ve´rifie´es.
De´monstration du lemme 3.19.
Si limi→+∞
χh−(Mi)
dθi
= 0, il existe i1 ∈ N tel que pour tout i ≥ i1, χh−(Mi) ≤ dθi .
Ainsi, pour tout i ≥ i1, ln ln diχh−(Mi) ≥ ln ln(d
1−θ
i ) = ln((1 − θ) ln(di)) = ln ln di +
ln(1− θ). Donc pour i ≥ i1, on a
c+(H′Si) ln c+(H′Si)
ln ln di
χh−(Mi)
≤ c+(H
′
Si
) ln c+(H′Si)
ln ln di + ln(1− θ) .
Comme le membre de droite de cette ine´galite´ tend vers ze´ro lorsque i→ +∞,
lim
i→+∞
c+(H′Si) ln c+(H′Si)
ln ln di
χh−(Mi)
= 0.
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Lemme 3.20. Si limi→+∞
χh−(Mi) lnχ
h
−(Mi)
ln ln di
= 0, avec les meˆmes notations,
limi→+∞
c+(H′Si ) ln c+(H
′
Si
)
ln ln
di
χh−(Mi)
= 0 et les conclusions de la proposition 3.15 sont encore
ve´rifie´es.
De´monstration du lemme 3.20.
En effet, si limi→+∞
χh−(Mi) lnχ
h
−(Mi)
ln ln di
= 0, a fortiori limi→+∞
χh−(Mi)√
di
= 0. Comme de
plus χh−(Mi) ≥ c+(H′Si), limi→+∞
c+(H′Si ) ln c+(H
′
Si
)
ln ln di
= 0. On applique alors le lemme
3.19.
On obtient alors le the´ore`me 3.3 en combinant le lemme 3.20 avec la proposition
3.15.
La de´monstration du the´ore`me 3.3 implique imme´diatement le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3.21. Il existe une constante explicite k¯ = k¯(,Vol(M)) telle que pour
tout reveˆtement fini M ′ → M de degre´ d ve´rifiant k¯ χh−(M ′) lnχh−(M ′) ≤ ln ln d, le
reveˆtement M ′ contient une surface plonge´e incompressible de genre au plus g(M ′)
qui est la fibre d’une fibration de M ′ en surfaces. En particulier, la varie´te´ M est
virtuellement fibre´e sur le cercle S1.
De´monstration du the´ore`me 3.7.
Le the´ore`me 3.7 se de´montre de manie`re analogue. A partir d’une surface de
Heegaard S pour M ′ de genre minimal, on construit un scindement de Heegaard
ge´ne´ralise´ qui est une de´composition HS-mince, et dont la surface F est pseudo-
minimale d’apre`s le lemme 3.17, avec F− une union de surfaces incompressibles.
De plus, le nombre de corps en anses obtenus dans cette de´composition est majore´
par χh−(M
′) + 2 et la caracte´ristique χ−(C) de tout corps en anses C de cette de´-
composition est majore´e par χh−(M
′). Ainsi, les hypothe`ses du the´ore`me 2.1 modifie´
comme le the´ore`me E a` partir du the´ore`me A sont satisfaites si k˜ χh−(M
′) lnχh−(M
′) <
ln ln d
χ−(M ′)+2
, ou` k˜ = k˜(,Vol(M)) est la constante donne´e par le the´ore`me 2.1.
Mais ln ln d
χ−(M ′)+2
= ln(ln d − ln(χh−(M ′) + 2)). Si χh−(M ′) lnχh−(M ′) < ln ln d,
comme χh−(M
′) ≥ 2, ln(χh−(M ′) + 2) < ln(ln ln d/ ln 2 + 2) et donc ln ln dχ−(M ′)+2 >
ln(ln d − ln(ln ln d/ ln 2 + 2)). Il existe donc une constante k˜′ = k˜′(,Vol(M)) telle
que si k˜′ χh−(M
′) lnχh−(M
′) < ln ln d, k˜ χh−(M
′) lnχh−(M
′) < ln ln d
χ−(M ′)+2
et les hy-
pothe`ses sont ve´rifie´es.
3.4 De´monstration des the´ore`mes 3.9 et 3.6 (2) : gra-
dients de Heegaard forts sous-logarithmiques.
De´monstration du the´ore`me 3.9.
Supposons qu’il existe une famille infinie (Mi → M)i∈N de reveˆtements finis de
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M de degre´s di telle que
lim
i→+∞
χh−(Mi) ln(χ
h
−(Mi))
ln ln di
= 0. (3.1)
Notons  = Inj(M)/2, a = 2
(
3 + 1
sinh2( 
8
)
)
, b = 2
(
1 + 2
sinh2( 
8
)
)
et a′ = 6(21/4 +
3/4pi + 3/4+ 2/ sinh2(/4)).
Lemme 3.22. Sous l’hypothe`se (3.1) et avec ces notations, il existe un entier i1 ∈ N
tel que pour i ≥ i1, il existe au moins mi surfaces paralle`les T1, . . . , Tmi plonge´es dans
Mi, connexes, compactes, sans bord et orientables, qui sont des fibres. En particulier,
ces surfaces sont incompressibles. Leur diame`tre dans la varie´te´ ambiante Mi est
uniforme´ment majore´ par 9(aχh−(Mi) + b) et elles sont se´pare´es les unes des autres
par une distance d’au moins (2a+ b). De plus, on a la minoration
mi ≥ 2
χh−(Mi) + 4
 ln
(
di
χh−(Mi)+2
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχh−(Mi) + b)
− 2
9
(1 +
3a′
a
)
− 5.
De´monstration du lemme 3.22.
Soit Si une surface de Heegaard de genre minimal pour Mi : g(Si) = g(Mi).
Nous avons vu au paragraphe pre´ce´dent que si Fi est la surface correspondant a` un
scindement de Heegaard ge´ne´ralise´ qui est une de´composition HSi-mince, on peut
supposer que cette surface est pseudo-minimale et elle peut servir de surface de
de´part pour appliquer le the´ore`me E.
Soit Ci l’un des au plus χ
h
−(Mi) + 2 corps en anses de Mi \ Fi tel que Vol(Ci) ≥
Vol(M)di/(χ
h
−(Mi) + 2). Notons Ki = aχ−(Ci) + b et K
′
i = 2a
′χ−(Ci). On rappelle
que 2 ≤ χ−(Ci) ≤ c+(H′Si) ≤ χh−(Mi).
Rappelons e´galement que k0 = max
{
ln(4(2a′+1))
2 ln 2
, 1 + ln(1+ln(12V3/Vol(M))
2 ln 2
}
. Comme
d’apre`s l’hypothe`se (3.1), limi→+∞
χh−(Mi) ln(χ
h
−(Mi))
ln ln di
= 0, il existe un entier i0 ∈ N tel
que si i ≥ i0, k0 χh−(Mi) lnχh−(Mi) ≤ ln ln diχh−(Mi)+2 , et comme χ−(Ci) ≤ χ
h
−(Mi),
k0 χ−(Ci) lnχ−(Ci) ≤ ln ln diχh−(Mi)+2 .
D’apre`s la proposition C, il existe au moins mi surfaces paralle`les T1, . . . , Tmi
plonge´es dans Mi, connexes, compactes, sans bord et orientables. Leur diame`tre
dans la varie´te´ ambiante Mi est uniforme´ment majore´ par 9Ki ≤ 9(aχh−(Mi) + b)
et elles sont se´pare´es les unes des autres par une distance d’au moins Ki ≥ (2a+b),
avec
mi = b 1
g(Ci) + 1
d δi
36Ki
− 2
9
− K
′
i
3Ki
ec − 4,
ou` δi est le diame`tre du corps en anses Ci.
D’apre`s le lemme 3.14, on a la minoration
mi ≥ 2
χh−(Mi) + 4
 ln
(
di
χh−(Mi)+2
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχh−(Mi) + b)
− 2
9
(1 +
3a′
a
)
− 5.
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De plus, toujours d’apre`s l’hypothe`se (3.1), nous avons vu au paragraphe pre´-
ce´dent qu’il existe un entier i1 ≥ i0 tel que pour i ≥ i1, p χh−(Mi) lnχh−(Mi) ≤
ln ln di
χh−(Mi)+2
, ou` p = p(,Vol(M)) est la constante donne´e par le the´ore`me E. On
peut alors appliquer le the´ore`me E : les mi surfaces paralle`les et plonge´es T1, . . . , Tmi
sont des fibres, ce qui ache`ve la de´monstration du lemme 3.22.
Lemme 3.23. Pour tout entier i ≥ i1, on peut controˆler la caracte´ristique forte de
Heegaard de Mi en fonction du nombre mi de surfaces incompressibles qui sont des
fibres, graˆce a` l’ine´galite´
χsh− (Mi) ≥
2a+ b
2a′
(mi − 1) . (3.2)
De´monstration du lemme 3.23.
Soit G une surface de Heegaard pour Mi fortement irre´ductible et de genre mi-
nimal : |χ(G)| = χsh− (Mi). D’apre`s le re´sultat (3) du the´ore`me 3.16, comme G est
une surface de Heegaard fortement irre´ductible, quitte a` isotoper G, nous pouvons
supposer que cette surface est pseudo-minimale. Par le lemme 1.13, le -diame`tre
de G est majore´ par a′ |χ(G)| = a′χsh− (Mi). Comme la surface G est connexe, son
diame`tre est alors au plus 2a′χsh− (Mi). Ainsi, la surface G ne peut pas intersec-
ter plus de ddiam(G)
(2a+b)
e ≤ d2a′χsh− (Mi)
(2a+b)
e des mi surfaces paralle`les incompressibles. Si
mi > d2a
′χsh− (Mi)
(2a+b)
e, il y a au moins mi − d2a
′χsh− (Mi)
2a+b
e surfaces incompressibles de Mi
disjointes de la surface G. Si ce nombre est strictement positif, cela signifie qu’au
moins une des mi surfaces incompressibles T1, . . . , Tmi est plonge´e dans une des com-
posantes connexes C de Mi \G. Mais cette surface demeure incompressible dans C,
qui est un corps en anses (de bord ne´gatif vide). Ceci contredit le fait que C n’admet
pas de surface incompressible. Donc on a toujours :
mi − d2a
′χsh− (Mi)
2a+ b
e ≤ 0,
ce qui implique que
mi − 2a
′χsh− (Mi)
2a+ b
− 1 ≤ 0,
et donc χsh− (Mi) ≥ 2a+b2a′ (mi − 1).
Lemme 3.24. 1. Il existe un entier naturel P tel que si i ≥ i1 et χh−(Mi) ≥ P ,
alors
χsh− (Mi) ≥
2a+ b
2a′
(
ln(di)
144aχh−(Mi)2
− 1
)
.
2. D’autre part, il existe une constante C > 0 telle que pour tout i ≥ i1 ve´rifiant
χh−(Mi) ≤ P et pour di suffisamment grand, alors
χsh− (Mi) ≥ C ln(di).
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De´monstration du lemme 3.24.
D’apre`s le lemme 3.22,
mi − 1 ≥ 2
χh−(Mi) + 4
 ln
(
di
χh−(Mi)+2
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχh−(Mi) + b)
− 2
9
(1 +
3a′
a
)
− 6.
Mais
2
χh−(Mi) + 4
 ln
(
di
χh−(Mi)+2
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχh−(Mi) + b)
− 2
9
(1 +
3a′
a
)
 − 6 ∼χh−(Mi)→+∞
ln
(
di
χh−(Mi)
)
72aχh−(Mi)2
,
donc si χh−(Mi) est suffisamment grande,
mi ≥
ln
(
di
χh−(Mi)
)
144aχh−(Mi)2
=
ln(di)
144aχh−(Mi)2
− ln(χ
h
−(Mi))
144aχh−(Mi)2
.
Comme limχh−(Mi)→+∞
ln(χh−(Mi))
144aχh−(Mi)2
= 0, il existe un entier P ∈ N tel que si χh−(Mi) ≥
P ,
ln(χh−(Mi))
144aχh−(Mi)2
≤ 1, et ainsi,
mi − 1 ≥ ln(di)
144aχh−(Mi)2
− 1.
En reportant cette minoration dans l’ine´galite´ (3.2), on obtient que si χh−(Mi) ≥ P ,
χsh− (Mi) ≥
2a+ b
2a′
(
ln(di)
144aχh−(Mi)2
− 1
)
,
ce qui de´montre la partie (1) du lemme 3.24.
Afin de de´montrer la partie (2) du lemme 3.24, re´e´crivons l’ine´galite´ (3.2) du
lemme 3.23 en de´tails :
χsh− (Mi) ≥
2a+ b
2a′
 2
χh−(Mi) + 4
 ln
(
di
χh−(Mi)+2
)
+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aχh−(Mi) + b)
− 2
9
(1 +
3a′
a
)
− 6
 .
Si χh−(Mi) ≤ P , alors
χsh− (Mi) ≥
2a+ b
2a′
 2
P + 4
 ln ( diP+2)+ ln
(
Vol(M)
2pi
)
72(aP + b)
− 2
9
(1 +
3a′
a
)
− 6
 .
Ainsi, il existe une constante C > 0 telle que si le degre´ di est suffisamment grand,
χsh− (Mi) ≥ C ln di, ce qui ache`ve la de´monstration du lemme 3.24.
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En examinant chacun des deux cas du lemme 3.24 lorsque i ≥ i1 tend vers l’infini,
il vient
lim
i→+∞
χsh− (Mi)
(ln di)θ
= +∞
pour tout θ ∈]0, 1[, ce qui de´montre le the´ore`me 3.9.
Remarque 3.25. En fait, nous avons de´montre´ un re´sultat un peu plus fort que le
the´ore`me 3.9.
Si limi→+∞
χh−(Mi) ln(χ
h
−(Mi))
ln ln di
= 0, alors pour toute application f : N → N telle que
f(n) =n→+∞ o(lnn), on a limi→+∞
χsh− (Mi)
f(di)
= +∞.
De´monstration de la partie (2) du the´ore`me 3.6.
Fixons η ∈]0, 1[. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et {Mi → M}i∈N l’ensemble de´nombrable des re-
veˆtements finis de M . Pour tout i ∈ N, notons αi = χ
h
−(Mi)
(ln ln di)η
.
Soit k¯ la constante fournie par le the´ore`me 3.21 : si k¯ χh−(Mi) ln(χ
h
−(Mi)) ≤
ln ln di, alors les mi surfaces plonge´es et paralle`les obtenues sont des fibres virtuelles,
donc incompressibles dans Mi. Comme limχh−(Mi)→+∞
(χh−(Mi) lnχ
h
−(Mi))
η
χh−(Mi)
= 0, il existe
une constante k¯′ telle que si αi =
χh−(Mi)
(ln ln di)η
≤ k¯′, alors k¯ χh−(Mi) ln(χh−(Mi)) ≤ ln ln di.
Soit P ∈ N donne´ par le lemme 3.24. Posons
I = {i ∈ N |αi ≥ k¯′},
J = {j ∈ N |αj < k¯′ et χh−(Mj) ≥ P}, et
L = {` ∈ N |α` < k¯′ et χh−(M`) < P}.
Ces trois ensembles forment une partition de N.
Pour tout i ∈ I,
χsh− (Mi)
(ln ln di)η
≥ χ
h
−(Mi)
(ln ln di)η
= αi ≥ k¯′ > 0.
Pour tout j ∈ J , d’apre`s le lemme 3.24,
χsh− (Mj) ≥
2a+ b
2a′
(
ln(dj)
144aχh−(Mj)2
− 1
)
.
Ainsi,
χsh− (Mj)
(ln ln dj)η
≥ 2a+ b
2a′(ln ln dj)η
(
ln(dj)
144aχh−(Mj)2
− 1
)
≥ 2a+ b
2a′
(
ln(dj)
144ak¯′2(ln ln dj)3η
− 1
(ln ln dj)η
)
≥ AJ > 0,
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ou` AJ est une constante strictement positive, inde´pendante de j ∈ J (ici, nous avons
utilise´ le fait que αj < k¯′, i.e. χh−(Mj) < k¯′(ln ln dj)
η).
Toujours d’apre`s le lemme 3.24, il existe une constante C > 0 et D ∈ N telle que
pour tout ` ∈ L avec d` ≥ D,
χsh− (M`)
(ln ln d`)η
≥ C ln d`
(ln ln d`)η
≥ AL > 0,
ou` la constante AL ne de´pend pas de ` ∈ L. Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini
d’indices ` ∈ L pour lesquels dl < D, on peut choisir AL de telle sorte que pour tout
` ∈ L, l’ine´galite´ χsh− (M`)
(ln ln d`)η
≥ AL > 0 est ve´rifie´e.
Notons A le minimum de k¯′, AJ et AL. Puisque N = I ∪ J ∪L, pour tout n ∈ N,
χsh− (Mn)
(ln ln dn)η
≥ A > 0,
et donc
∇shlog,η(M) = inf
n∈N
χsh− (Mn)
(ln ln dn)η
≥ A > 0,
ce qui de´montre la partie (2) du the´ore`me 3.6.
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Chapitre 4
De´compositions circulaires et classes
d’homologie fibre´es.
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4.1 De´compositions circulaires et positions minces.
Rappelons que si S est une surface, χ−(S) = max(−χ(S), 0) est la partie ne´gative
de la caracte´ristique d’Euler de S. Si S est orientable, compacte, sans bord, et n’est
pas une sphe`re, alors χ−(S) = −χ(S) = |χ(S)|.
De´finition 4.1. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
te´e, compacte et sans bord. Si α ∈ H1(M) = H1(M,Z) est une classe de cohomologie
non triviale, notons ‖α‖ sa norme de Thurston. Par de´finition,
‖α‖ = min{χ−(R), [R] = P(α)},
ou` R est une surface plonge´e et P(α) la classe Poincare´-duale de α. Nous ap-
pellerons une surface R re´alisant la norme de Thurston de α une surface ‖α‖-
minimisante.
Lemme 4.2. Soit α ∈ H1(M) une classe de cohomologie non triviale. Toute surface
R plonge´e et ‖α‖-minimisante est incompressible.
De plus, si la classe α minimise la norme de Thurston pour toutes les classes
non triviales de H1(M) : ‖α‖ = min{‖β‖, β ∈ H1(M), β 6= 0}, alors toute surface
plonge´e ‖α‖-minimisante est connexe.
De´monstration du lemme 4.2.
Soit R une surface plonge´e ‖α‖-minimisante pour une classe α ∈ H1(M) non
triviale. Par l’absurde, si R e´tait compressible, apre`s chirurgies, on pourrait obtenir
une surface R′ dans la meˆme classe d’homologie que R et telle que χ−(R′) < χ−(R).
(Comme la varie´te´ M est hyperbolique, les surfaces R′ et R ne sont ni des sphe`res,
ni des tores, et donc χ−(R) > 0 et χ−(R′) > 0.) Ceci contredit la minimalite´ de
χ−(R).
Soit α ∈ H1(M) une classe non triviale minimisant le norme de Thurston, et
R une surface ‖α‖-minimisante. Supposons par l’absurde que R n’est pas connexe.
Dans ce cas, la classe d’homologie d’au moins une composante connexe R′ de R est
e´galement non triviale. Ainsi, χ−(R′) < χ−(R) et α ne peut pas minimiser la norme
de Thurston de H1(M).
Une de´composition circulaire est l’e´quivalent d’une de´composition de Heegaard
ge´ne´ralise´e, mais associe´e a` une fonction de Morse qui n’est plus a` valeurs sur l’in-
tervalle I = [0, 1], mais sur le cercle S1. Plus pre´cise´ment, nous avons les de´finitions
suivantes.
De´finition 4.3. Une fonction de Morse circulaire est une fonction de Morse
f : M → S1.
Etant donne´e une fonction de Morse circulaire f : M → S1, la de´composition
en anses de M donne´e par f est appele´e la de´composition circulaire associe´e
a` f .
Nous renvoyons a` F. Manjarrez-Gutie´rrez [MG] pour plus de pre´cisions sur les
fonctions de Morse circulaires, ainsi qu’a` Matsumoto [Mat] et Milnor [Mi]. Soit
f : M → S1 une fonction de Morse circulaire. Si l’on oˆte un petit voisinage ouvert
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d’un point re´gulier x du cercle S1, on obtient par restriction de f une fonction de
Morse g de MR = M \N (R), la varie´te´ M prive´e d’un petit voisinage re´gulier ouvert
de la surface R = f−1({x}), sur l’intervalle I. Ainsi l’on peut appliquer a` g la the´orie
des scindements de Heegaard et des scindements de Heegaard ge´ne´ralise´s rappele´e
au paragraphe 0.1.
De´finition 4.4. Si R est une surface non se´parante et ‖α‖-minimisante pour une
certaine classe de cohomologie non triviale α ∈ H1(M), soit N (R) ∼= R×]− 1, 1[ un
voisinage re´gulier ouvert de R dans M , et MR = M \ N (R). Notons
h(M,α,R) = min{χ(R)− χ(S)},
ou` S est une surface de Heegaard pour (MR, R×{1}, R×{−1}). En d’autres termes,
1
2
h(M,α,R) est le nombre minimal de 1-anses qu’il faut attacher a` un voisinage
re´gulier R × {1} de MR pour obtenir le premier corps en anses du scindement de
Heegaard de (MR, R× {1}, R× {−1}).
Posons
h(M,α) = h(α) = min{h(M,α,R), [R] = P(α), χ−(R) = ‖α‖}.
Pour toute classe α ∈ H1(M) non triviale, soit χc−(α) = ‖α‖ + h(α), la carac-
te´ristique circulaire de α. C’est la partie ne´gative de la caracte´ristique d’Euler
d’une surface de Heegaard pour MR de genre minimal, ou` R est une surface ‖α‖-
minimisante et telle que la quantite´ h(M,α,R) est minimale parmi toutes les surfaces
‖α‖-minimisantes.
On peut ainsi voir une de´composition circulaire comme une de´composition en
anses du cobordisme (M \ N (R), R × {1}, R × {−1}). En commenc¸ant avec un
scindement de Heegaard de surface S pour MR = M \N (R), on peut changer l’ordre
dans lequel les 1- et 2-anses sont attache´es pour obtenir un nouveau scindement de
Heegaard ge´ne´ralise´ (F1 = R×{1}, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1 = R×{−1}) pour (MR, R×
{1}, R× {−1}). En recollant de nouveau R× {1} a` R× {−1}, on obtient ainsi une
de´composition circulaire pour la varie´te´ M . Notons-laH = (F1, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1),
avec F1 = Fn+1 = R. Les surfaces Fj divisent M en n varie´te´s de dimension trois a`
bord W1, . . . ,Wn, et les surfaces Sj sont des surfaces de Heegaard pour ces varie´te´s :
pour 1 ≤ j ≤ n, Sj scinde la varie´te´ Wj en deux corps en anses Aj et Bj, tels que
∂+Aj = ∂+Bj = Sj, ∂−Aj = Fj et ∂−Bj = Fj+1.
Soit S une surface ferme´e. Si S est connexe, rappelons que la complexite´ de S
est c(S) = max(0, 2g(S)−1). Si S est constitue´e de plusieurs composantes connexes,
la complexite´ de S est e´gale a` la somme des complexite´s des composantes connexes
de S. On a un analogue de la complexite´ d’un scindement de Heegaard ge´ne´ralise´
dans le cas des de´compositions circulaires.
De´finition 4.5. La largeur circulaire d’une de´composition circulaire H =
(F1, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1) est l’ensemble des n entiers (c(S1), . . . , c(Sn)), avec re´pe´ti-
tions et range´s dans l’ordre de´croissant. On munit les largeurs circulaires de l’ordre
lexicographique.
L’entier n ≥ 1 est appele´ la longueur de la de´composition circulaire H =
(F1, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1).
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Proposition 4.6. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit R une surface orientable, compacte, sans bord,
non se´parante et incompressible, plonge´e dans M . Notons S une surface de Hee-
gaard pour M \ N (R). En partant de la de´composition circulaire H = (R, S,R) de
M , il existe un nombre fini de chirurgies permettant d’aboutir a` une de´composition
circulaire H′ = (F1, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1) avec F1 = Fn+1 = R, telle que :
1. la largeur circulaire de H′ est minimale parmi les largeurs de telles de´compo-
sitions circulaires obtenues par un nombre fini de chirurgies de H,
2. chaque surface Sj est une surface de Heegaard fortement irre´ductible pour la
de´composition de Heegaard (Aj, Bj) de Wj et g(Sj) ≤ g(S),
3. chaque surface Fj est incompressible, n’a aucune composante connexe qui soit
une sphe`re, et g(Fj) ≤ g(S),
4. n ≤ 1
2
(χ(R)− χ(S)),
5. χ(R)− χ(S) = ∑nj=1(χ(Fj)− χ(Sj)).
6. Si de plus cette de´composition H′ est de longueur au moins 2, quitte a` e´liminer
certaines surfaces, on peut supposer que pour tout indice j, les surfaces Fj et
Fj+1 ne sont pas paralle`les.
De´finition 4.7. Soit H une de´composition circulaire. Une de´composition circulaire
H′ = (F1, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1) minimisant la largeur circulaire parmi toutes les de´-
compositions circulaires obtenues a` partir de H par un nombre fini de chirurgies
est dite en position mince. Nous l’appellerons une de´composition circulaire
mince associe´e a` H.
De´monstration de la proposition 4.6.
La de´monstration de cette proposition est essentiellement la preuve de [MG,
The´ore`me 3.2], qui est elle-meˆme une adaptation des techniques de [ST2] au cas des
de´compositions circulaires (voir aussi [La3]).
On commence avec la de´composition circulaire H = (R, S,R). Il s’agit d’effectuer
un certain nombre de chirurgies pour obtenir une de´composition en position mince,
i.e. de complexite´ minimale. Chaque chirurgie correspond a` un changement de l’ordre
dans lequel les 1- et 2-anses sont attache´es, de telle sorte qu’une chirurgie diminue
strictement la largeur circulaire de la de´composition. Ainsi, le nombre de chirurgies
ne´cessaires pour obtenir une de´composition en position mince est fini.
Lemme 4.8. Soit H = (F1, S1, . . . , Sn, Fn+1) une de´composition circulaire de M , et
supposons que pour un certain indice j, la surface de Heegaard Sj pour (Aj, Bj) soit
faiblement re´ductible. Alors il existe une ope´ration dite de chirurgie permettant
d’obtenir a` partir de H une nouvelle de´composition circulaire H′ dont la largeur
circulaire est strictement plus petite que celle de H.
De´monstration du lemme 4.8.
Puisque la surface de Heegaard Sj est faiblement re´ductible, il existe deux disques
de compression pour Sj disjoints, DA plonge´ dans Aj et DB dans Bj. En effectuant
des chirurgies le long de ces deux disques, on obtient une nouvelle de´composition
circulaire H′ = (F1, . . . , Fj, Tj, Gj, T ′j , Fj+1, . . . , Fn+1), ou` la surface Tj est obtenue a`
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partir de Sj par chirurgie le long de DA, T
′
j a` partir de Sj par chirurgie le long de
DB, et Gj a` partir de Sj par chirurgie le long de DA et de DB. Puisque |χ(Tj)| =∣∣χ(T ′j)∣∣ = |χ(Sj)|− 2, la largeur circulaire de cette nouvelle de´composition circulaire
est strictement plus petite que celle de H.
Sj
DB
DA
Gj
T ′j
Tj
Comme χ(Tj) = χ(T
′
j) = χ(Sj) + 2 et χ(Gj) = χ(Sj) + 4, on a −χ(Sj) =
−χ(Tj) +χ(Gj)−χ(T ′j). Ainsi, cette ope´ration de chirurgie ne modifie pas la somme
alterne´e
∑
(χ(Fj)− χ(Sj)).
Puisque cette ope´ration de chirurgie de´croˆıt strictement la largeur circulaire de
la de´composition, il existe un nombre fini de telles e´tapes permettant d’aboutir a`
une de´composition circulaire H′ = (F1, S1, . . . , Sn, Fn+1), ou` F1 = Fn+1 = R, dont
la largeur circulaire est minimale parmi toutes les de´compositions obtenues a` partir
de la de´composition circulaire de de´part H = (R, S,R) par chirurgies.
Pour de´montrer (2), on remarque que si l’une des surfaces de Heegaard Sj n’e´tait
pas fortement irre´ductible, d’apre`s le lemme 4.8, on pourrait re´aliser une nouvelle
chirurgie pour obtenir une nouvelle de´composition circulaire de largeur circulaire
strictement plus petite que celle de H′, ce qui est une contradiction.
La de´monstration du point (3) est la meˆme que celle de [MG]. La surface R =
F1 = Fn+1 est incompressible. Supposons par l’absurde que l’une des surfaces Fj
soit compressible, pour un certain indice j entre 2 et n. Il existe alors un disque de
compression D pour Fj. En prenant un disque le plus a` l’inte´rieur, on peut supposer
de plus que D ∩ (∪nk=1Fk) = D ∩ Fj = ∂D. Ainsi, le disque D est situe´ entie`rement
dans la re´gion Wj−1 borde´e par les surfaces Fj−1 et Fj, ou est entie`rement plonge´
dans la re´gion Wj borde´e par Fj et Fj+1. Supposons par exemple que D est tout
entier plonge´ dans Wj. D’apre`s la version a` bord du lemme de Haken [Hak] (voir
le the´ore`me 0.11 deuxie`me partie), puisque Wj est ∂-re´ductible, tout scindement de
Heegaard de Wj est re´ductible, et donc a fortiori faiblement re´ductible. Mais on a
de´montre´ en (2) que la surface de Heegaard Sj est fortement irre´ductible, ce qui est
une contradiction, prouvant la premie`re partie du point (3).
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Si une des composantes d’une surface Fj est une sphe`re S2, par irre´ductibilite´ de
M , cette sphe`re borde une boule plonge´e dans M . En choisissant une sphe`re la plus
a` l’inte´rieur, on obtient une sphe`re qui de´limite un scindement de Heegaard d’une
boule B3. Mais ce scindement, s’il n’est pas trivial, est re´ductible (voir [Wa1]), donc
faiblement re´ductible, ce qui contredit le point (2) et ache`ve la de´monstration du
point (3).
Pour de´montrer le point (4), remarquons que l’ope´ration de chirurgie de´crite ci-
dessus n’est autre qu’un changement dans l’ordre d’attachement des anses. En effet,
avec les notations pre´ce´dentes, si l’on prend une de´composition en anses associe´e a`
H ou` les 1- et 2-anses correspondent a` des disques me´ridiens pour les scindements
de Heegaard, une chirurgie est un re´arrangement d’anses. On attache la 2-anse cor-
respondant au disque me´ridien DB avant la 1-anse correspondant a` DA. Ainsi, cette
ope´ration ne change pas le nombre de 1- et 2-anses. Dans la de´composition circu-
laire H = (R, S,R) dont nous sommes partis, le nombre de 1- et 2-anses est e´gal a`
χ(R)−χ(S). Par suite, apre`s chacune des chirurgies, il y a encore 1
2
(χ(R)−χ(S)) 1-
anses et 1
2
(χ(R)−χ(S)) 2-anses. Comme le nombre de re´gions d’une de´composition
circulaire H′ est majore´ par le nombre de 1- et 2-anses constituant cette de´com-
position, il y a au plus χ(R) − χ(S) re´gions dans H. Ainsi, le nombre de surfaces
paires Fj est majore´ par
1
2
(χ(R) − χ(S)). Autrement dit, n ≤ 1
2
(χ(R) − χ(S)), ce
qui de´montre le point (4).
Enfin, pour ce qui est du point (5), si la longueur de la de´composition est e´gale
a` un, cela signifie qu’il n’y a qu’une seule surface incompressible F1 = R = F2. Si
F1 est paralle`le a` F2 dans MR, cela signifie qu’en fait, la varie´te´ M est fibre´e sur le
cercle, de fibre R.
Si la longueur du scindement H′ est au moins 2, supposons qu’il existe deux
surfaces Fj et Fj+1 paralle`les pour un certain j. D’apre`s le point (2) de la proposition,
la surface Sj est une surface de Heegaard fortement irre´ductible pour le produit situe´
entre Fj et Fj+1. D’apre`s la classification des scindements de Heegaard des produits
(voir [ST1]), cela signifie que Sj est paralle`le a` Fj et donc on peut amalgamer les
surfaces Fj et Fj+1 en une seule surface, en oubliant la surface Sj, pour obtenir une
nouvelle de´composition circulaire de complexite´ strictement plus petite que celle de
H′ et ve´rifiant toujours les autres points de la proposition 4.6.
Remarque 4.9. Comme de´fini au The´ore`me 3.2 de [MG], nous dirons qu’une sur-
face orientable S est faiblement incompressible s’il n’existe pas de couples de
disques de compression (D0, D1) pour S situe´s de part et d’autre de S et tels que
∂D0∩∂D1 = ∅. Avec cette de´finition, en fait, chacune des surfaces Sj est e´galement
faiblement incompressible.
De´monstration de la remarque 4.9.
En effet, d’apre`s le point (3) de la proposition 4.6, la re´union ∪nj=1Fj est incom-
pressible. On peut alors prendre deux tels disques D0 et D1 dans M \ ∪nj=1Fj, et ils
constituent des disques me´ridiens pour le scindement de Heegaard associe´ a` Sj. Mais
ceci contredirait le fait que Sj est une surface de Heegaard fortement irre´ductible.
Corollaire 4.10. Soient M , R et S comme pre´ce´demment, etH′ = (F1 = R, S1, . . . ,
Fn+1 = R) une de´composition circulaire mince associe´e a` (R, S,R). Soit F la surface
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obtenue a` partir de
⋃
j Fj∪
⋃
j Sj en amalgamant les composantes connexes paralle`les
et bordant des produits dans M \
(⋃
j Fj ∪
⋃
j Sj
)
en une seule composante. Alors
1.
∣∣χ(F )∣∣ ≤ ∣∣∣χ(⋃j Fj ∪⋃j Sj)∣∣∣ ≤ |χ(S)− χ(R)| |χ(S)|, et
2. la surface F a au plus 3
2
|χ(S)− χ(R)| composantes connexes.
De´monstration du corollaire 4.10.
Nous adaptons la de´monstration de [La1, Corollaire 4]. Tout d’abord, remarquons
qu’aucun des corps en anses dans le comple´mentaire de
⋃
j Fj∪
⋃
j Sj n’est une boule
de dimension 3 troue´e, puisqu’aucune composante de
⋃
j Fj ∪
⋃
j Sj n’est une sphe`re
de dimension 2.
CommeM est hyperbolique, aucun corps en anses de la de´composition en position
mince ne peut eˆtre un tore solide.
Remarque 4.11. Une autre manie`re de prouver le point (4) de la proposition 4.6
a` partir du point (5) est la suivante.
Rappelons que F1 = R = Fn+1. Nous pouvons re´e´crire le point (5) de la proposi-
tion 4.6 :
χ(R)−χ(S) = χ(F1)− χ(S1)
2
+
χ(F2)− χ(S1)
2
+
χ(F2)− χ(S2)
2
+. . .+
χ(Fn+1)− χ(Sn)
2
.
(4.1)
Si H est un corps en anses qui n’est ni une boule de dimension trois a` trous,
ni un tore solide, ni un produit, alors χ(∂−H)− χ(∂+H) > 0 et cet entier est pair.
Comme les 2n composantes connexes du comple´mentaire de
⋃
j Fj ∪
⋃
j Sj sont de
tels corps en anses, le membre de droite de l’e´quation (4.1) est minore´ par 2n. Ainsi,
2n ≤ χ(R)− χ(S). C’est bien le point (4) de la proposition 4.6.
Ainsi, ∣∣∣∣∣χ(⋃
j
Fj ∪
⋃
j
Sj)
∣∣∣∣∣ =
n∑
j=1
|χ(Fj)|+
n∑
j=1
|χ(Sj)|
≤ 2n |χ(S)|
≤ |χ(R)− χ(S)| |χ(S)| .
Puisque l’on a oublie´ certaines composantes connexes de
⋃
j Fj ∪
⋃
j Sj pour
former F , il vient
∣∣χ(F )∣∣ ≤ ∣∣∣χ(⋃j Fj ∪⋃j Sj)∣∣∣, ce qui de´montre le point (1) du
corollaire 4.10.
Si H est un corps en anses qui n’est ni une boule de dimension trois troue´e, ni
un tore solide, ni un produit, on peut ve´rifier que |∂H| ≤ 3
2
(χ(∂−H)− χ(∂+H)). La
somme de χ(∂−H) − χ(∂+H) sur tous les corps en anses H constituant le comple´-
mentaire de
⋃
j Fj ∪
⋃
j Sj est e´gale a`
∑
H
(χ(∂−H)− χ(∂+H)) = 2
n∑
j=1
(χ(Fj)− χ(Sj)) = 2(χ(R)− χ(S)).
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Or, le nombre de composantes connexes de F est majore´ par 1
2
∑
H |∂H|, ou` H
parcourt les corps en anses qui constituent les composantes connexes de
M \
(⋃
j Fj ∪
⋃
j Sj
)
qui ne sont pas des produits. Mais
1
2
∑
H
|∂H| ≤ 1
2
∑
H
3
2
(χ(∂−H)− χ(∂+H))
=
3
2
n∑
j=1
(χ(Fj)− χ(Sj))
=
3
2
|χ(R)− χ(S)| .
Par suite,
∣∣F ∣∣ ≤ 3
2
|χ(R)− χ(S)|, ce qui ache`ve la de´monstration du corollaire 4.10.
Corollaire 4.12. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit H = (F1, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1) une de´composi-
tion circulaire de M en position mince. Alors, a` isotopie pre`s, on peut supposer que
toutes les surfaces Fj et Sj sont pseudo-minimales.
De´monstration du corollaire 4.12.
D’apre`s la proposition 4.6 (2) et (3), les surfaces Fj sont incompressibles pour tout
j et les surfaces Sj correspondent a` des surfaces de Heegaard fortement irre´ductibles.
Il suffit alors d’appliquer le the´ore`me 3.16 (2) et (3) du chapitre trois. De´taillons.
Pour chaque surface Fj, avec j = 1, . . . , n, on peut re´aliser une isotopie entre
Fj et une surface minimale ou le bord d’un petit voisinage re´gulier d’une surface
minimale non orientable (voir [FHS], [MSY, The´ore`me Principal p. 127] et [SY,
The´ore`me 5.1 p. 610]). Autrement dit, nous pouvons supposer que les surfaces Fj
sont toutes pseudo-minimales.
D’apre`s un re´sultat de Pitts et Rubinstein [PR] (voir aussi [FH, The´ore`me 2.4 p.
533] et [Sou, The´ore`me 3.6 p. 18]), toute surface de Heegaard fortement irre´ductible
est isotope a` une surface minimale ou au bord d’un petit voisinage re´gulier d’une
surface minimale non orientable, avec un petit tube attache´ verticalement dans la
structure de I-fibre´. On peut donc e´galement re´aliser une isotopie entre les surfaces
Sj pour tout j et des surfaces pseudo-minimales, en laissant invariantes les surfaces
pseudo-minimales Fj.
4.2 Constante de Cheeger et caracte´ristique circu-
laire.
Comme la the´orie des de´compositions circulaires a beaucoup d’analogie avec
celle des scindements de Heegaard ge´ne´ralise´s, certains re´sultats obtenus avec des
de´compositions de Heegaard sont encore valables pour les de´compositions circulaires.
C’est le cas du the´ore`me suivant, qui est une adaptation du The´ore`me 4.1 p. 341 de
[La3].
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Proposition 4.13. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Si α ∈ H1(M) est une classe de cohomologie non
triviale, admettant une surface ‖α‖-minimisante et h(M,α)-minimisante connexe,
alors la constante de Cheeger h(M) ve´rifie :
h(M) ≤ 8piχ
c
−(α)
Vol(M)
.
De´monstration de la proposition 4.13.
Soit R une surface ‖α‖-minimisante et connexe, telle que h(M,α,R) = h(M,α).
Soit S une surface de Heegaard pour MR de genre minimal. Prenons une de´composi-
tion circulaire mince H′ = (F1 = R, S1, F2, . . . , Fn+1 = R) associe´e a` H = (R, S,R).
Les surfaces F1, . . . , Fn sont incompressibles dans M et n’ont aucune composante
sphe´rique.
D’apre`s le corollaire 4.12, nous pouvons supposer que les surfaces Fj pour j =
1, . . . , n sont toutes pseudo-minimales.
Pour j = 1, . . . , n, soit Wj la composante connexe de M \
(⋃n
j=1 Fj
)
situe´e entre
les surfaces Fj et Fj+1. Avec ces notations,
Vol(M) =
n∑
j=1
Vol(Wj).
Soit j ≥ 1 le plus grand entier naturel tel que Vol(W1 ∪ . . . ∪Wj−1) ≤ Vol(M)2 .
Si Vol(W1) >
Vol(M)
2
, prenons j = 1. Ainsi, Vol(W1 ∪ . . . ∪Wj) > Vol(M)2 , et donc
Vol(Wj+1 ∪ . . . ∪Wn) ≤ Vol(M)2 .
La surface Sj est une surface de Heegaard pour Wj. Elle correspond a` une surface
de balayage entre deux e´chines pour les corps en anses qu’elle se´pare. Or, dans
chaque classe de surfaces de balayage pour Wj, il existe une surface dont l’aire est
maximale. La borne infe´rieure de l’aire de toutes les surfaces de balayage d’aire
maximale dans leur classe est appele´e une valeur minimax. D’apre`s un re´sultat de
Pitts et Rubinstein [PR] (voir aussi [FH, The´ore`me 2.4 p. 533] et [Sou, The´ore`me 3.6
p. 18]), il existe une surface minimale Σ plonge´e dans Wj et dont l’aire est e´gale a`
cette valeur minimax. De plus, ces re´fe´rences montrent e´galement que cette surface
peut s’obtenir a` partir de Sj par chirurgies, et en amalgamant certaines composantes
paralle`les de Sj en une seule composante. En particulier, |χ(Σ)| ≤ |χ(Sj)|.
La surface minimale Σ peut eˆtre munie de la me´trique intrinse`que induite par
la me´trique hyperbolique de M . Comme Σ est une surface minimale, sa courbure
moyenne est identiquement nulle. Si λ1 et λ2 sont ses courbures principales, cela
signifie que la somme λ1 + λ2 est identiquement nulle. Par conse´quent, la courbure
intrinse`que λ1λ2 de Σ est ne´gative ou nulle. La courbure extrinse`que de Σ au point
x ∈ Σ est donc :
KΣ = KM(TxΣ) + λ1λ2 ≤ −1,
ou` KM(σ) ≡ −1 est la courbure sectionnelle du 2-plan σ = TxΣ dans la varie´te´
hyperbolique M .
La formule de Gauss-Bonnet peut alors s’e´crire :
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2piχ(Σ) =
∫
Σ
KΣ(x)dx ≤ −Aire(Σ).
Ainsi,
Aire(Σ) ≤ 2pi |χ(Σ)| ≤ 2pi |χ(Sj)| ≤ 2piχc−(α).
Soit ν > 0, avec ν ≤ 1
4
(
Vol(W1 ∪ . . . ∪Wj+1)− Vol(M)2
)
. Il existe un balayage de
Wj pour lequel l’aire maximale des surfaces de balayage est au plus Aire(Σ) + ν ≤
2piχc−(α) + ν.
Soit f une fonction de Morse associe´e a` ce balayage. Les surfaces de niveau
St = f
−1({t}) pour t ∈ ]0, 1[ sont des surfaces de Heegaard pour Wj. Pour tout
t ∈]0, 1[, ajoutons un tube tre`s fin dans W1 ∪ . . . ∪Wj connectant St a` la surface
pseudo-minimale F1 = R pour obtenir une surface se´parante Tt. Comme R est
une surface pseudo-minimale, son aire est majore´e par 2pi |χ(R)| + ν. Si le tube est
suffisamment fin de telle sorte que son aire soit au plus ν, l’aire de la surface Tt est
au plus e´gale a` 2pi(|χ(R)| + |χ(Sj)|) + 2ν ≤ 4piχc−(α) + 2ν. De plus, on peut faire
en sorte que le volume de la re´gion borde´e par le tube soit au plus ν. Soit M(t) la
composante connexe de M \ Tt contenant la surface Fj prive´e de certains disques
enleve´s par le tube. Comme Vol(W1 ∪ . . . ∪ Wj−1) ≤ Vol(M)2 , pour t suffisamment
petit, Vol(M(t)) ≤ Vol(M)
2
+ ν. Mais si t est proche de 1, Vol(M(t)) > Vol(M)
2
+ ν.
Puisque la fonction t 7→ Vol(M(t)) est continue, il existe un temps t ∈]0, 1[ tel que
la surface Tt se´pare la varie´te´ M en deux composantes de volumes e´gaux a`
Vol(M)
2
−ν
et Vol(M)
2
+ ν.
Ainsi,
h(M) ≤ Aire(Tt)
Vol(M)
2
− ν ≤
2(4piχc−(α) + 2ν)
Vol(M)− ν .
Lorsque ν tend vers ze´ro, il vent :
h(M) ≤ 8piχ
c
−(α)
Vol(M)
.
On obtient ainsi la proposition 4.13.
De´finition 4.14. Si M est une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte, sans bord et dont le premier nombre de Betti est non nul, de´fi-
nissons la caracte´ristique circulaire de M par :
χc−(M) = min
{
χc−(α), α ∈ H1(M) \ {0}, ‖α‖ = min{‖β‖, β ∈ H1(M) \ {0}}
}
.
Si le premier nombre de Betti de M est nul, par convention, posons χc−(M) = +∞.
Corollaire 4.15. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit (Mi →M)i∈I une famille infinie de reveˆtements
finis de M de degre´s di telle que le groupe fondamental pi1(M) a la proprie´te´ (τ)
relativement a` la famille {pi1(Mi)}i∈I . Alors, infi∈I χ
c
−(Mi)
di
> 0.
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De´monstration du corollaire 4.15.
Si le groupe fondamental pi1(M) a la proprie´te´ (τ) relativement a` la famille
{pi1(Mi)}i∈I , d’apre`s [Lu] (voir aussi [La3] p. 326), il existe une constante ρ > 0
telle que pour tout i ∈ I, h(Mi) ≥ ρ. Pour tout i ∈ N, soit αi une classe de co-
homologie non triviale, minimisant la norme de Thurston pour toutes les classes de
cohomologie non triviales de Mi, et telle que χ
c
−(αi) = χ
c
−(Mi). D’apre`s le lemme
4.2, toute surface ‖αi‖-minimisante est connexe. Comme d’apre`s la proposition 4.13,
h(Mi) ≤ 8piχ
c
−(Mi)
diVol(M)
, on en de´duit que infi∈I
χc−(Mi)
di
≥ ρVol(M)
8pi
> 0.
4.3 Classes d’homologie et fibration de reveˆtements
re´guliers.
The´ore`me 4.16. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et  ≤ Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
` = `(,Vol(M)), ne de´pendant que de  et du volume de M , et ayant les proprie´te´s
suivantes. Soit α ∈ H1(M) une classe de cohomologie non triviale et R une surface
‖α‖-minimisante. Soit M ′ → M un reveˆtement galoisien fini de M , de degre´ d.
Soit R′ une composante connexe de l’image re´ciproque de R dans le reveˆtement M ′,
et α′ la classe de cohomologie dans H1(M ′,Z) Poincare´-duale de [R′].
Si ` χc−(α
′) ≤ 4√d, alors la varie´te´ M est fibre´e sur le cercle et la surface R est
une fibre.
Remarque 4.17. L’expression explicite de la constante ` permet de montrer que si
le volume Vol(M) est fixe´ et que  tend vers ze´ro, ou que si  est fixe´ et que le volume
Vol(M) tend vers l’infini, ` tend vers l’infini, ce qui rend la condition suffisante de
plus en plus difficile a` ve´rifier.
Le corollaire suivant de´coule directement du the´ore`me 4.16.
Corollaire 4.18. Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit α ∈ H1(M) une classe de cohomologie non
triviale et R une surface ‖α‖-minimisante. Soit (Mi → M)i∈N une famille de re-
veˆtements finis galoisiens de M de degre´s di. Pour tout indice i ∈ N, soit Ri une
composante connexe de l’image re´ciproque de R dans Mi, et αi ∈ H1(Mi) la classe
Poincare´-duale de la classe de Ri dans H2(Mi). Si
lim
i→+∞
χc−(αi)
4
√
di
= 0,
alors la varie´te´ M est fibre´e sur le cercle, et la surface R est une fibre.
De´monstration du corollaire 4.18.
La preuve est imme´diate en admettant le the´ore`me 4.16. Si limi→+∞
χc−(αi)
4√di = 0,
pour i suffisamment grand, ` χc−(αi) ≤ 4
√
di, et on applique alors le the´ore`me 4.16 au
reveˆtement fini galoisien Mi →M .
Un cas particulier inte´ressant du corollaire 4.18 est le corollaire suivant.
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Corollaire 4.19. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit α ∈ H1(M) une classe de cohomologie non
triviale et R une surface ‖α‖-minimisante. Soit (Mi → M)i∈N la famille des reveˆ-
tements finis cycliques de M associe´s a` la classe α, telle que pour tout i ∈ N, le
reveˆtement pi : Mi → M est re´gulier de degre´ i. Pour tout i ∈ N, soit αi = p∗i (α)
la classe de cohomologie dans H1(Mi,Z) correspondant a` α. Si
lim
i→+∞
h(Mi, αi)
4
√
i
= 0,
alors la varie´te´ M est fibre´e sur le cercle et la surface R est une fibre.
De´monstration du corollaire 4.19.
Comme le reveˆtement Mi →M est le reveˆtement a` i feuillets associe´ a` α et que
αi = p
∗
i (α), ‖αi‖ = ‖α‖. Ainsi, χc−(αi) = ‖αi‖ + 2h(Mi, αi) = ‖α‖ + 2h(Mi, αi), et
limi→+∞ χc−(αi)/
4
√
i = 0 si et seulement si limi→+∞ h(Mi, αi)/
4
√
i = 0. Il suffit alors
d’appliquer le corollaire 4.18.
De´monstration du the´ore`me 4.16.
La preuve est adapte´e de la preuve de [La1, The´ore`me 1 (3)], en calculant des
constantes explicites.
Comme dans les hypothe`ses du the´ore`me 4.16, soit M une varie´te´ de dimension
trois hyperbolique, connexe, oriente´e, compacte et sans bord, et  ≤ Inj(M)/2.
Soit α ∈ H1(M) une classe de cohomologie non triviale et R une surface ‖α‖-
minimisante. Soit M ′ →M un reveˆtement galoisien fini de M , de degre´ d. Soit R′
une composante connexe de l’image re´ciproque de R dans le reveˆtement M ′, et α′
la classe de cohomologie dans H1(M ′,Z) Poincare´-duale de [R′]. Dans un premier
temps et pour les besoins de la de´monstration, supposons de plus que R′ est ‖α′‖-
minimisante et re´alise χc−(α
′) : h(M ′, α′, R′) = h(M ′, α′).
Soit S ′ une surface de Heegaard de complexite´ minimale pour M ′R′ = M ′\N (R′).
Par construction, |χ(S ′)| = χc−(α′). En appliquant la proposition 4.6 a` la de´composi-
tion circulaire (R′, S ′, R′), on obtient une de´composition circulaire en position mince
H′ = (F1, S1, . . . , Fni+1), ou` F1 = Fni+1 = R′. De plus, les surfaces Fj et Sj sont
isotopes a` des surfaces pseudo-minimales. Si F est la surface obtenue a` partir de⋃
Fj ∪
⋃
Sj comme au corollaire 4.10, alors F est une surface pseudo-minimale, et
d’apre`s le corollaire 4.10,
∣∣χ(F )∣∣ ≤ |χ(R′)− χ(S ′)| |χ(S ′| ≤ χc−(α′)2.
Soit D un polye`dre de Dirichlet pour la varie´te´ M dans son reveˆtement universel
H3. La re´union des translate´s de D sous l’action du groupe fondamental de M
constitue un pavage de H3. Par le reveˆtement H3 →M ′, ce pavage se projette en un
pavage de M ′ par d copies de D. Soit D′ l’un de ces polye`dres. Puisque le reveˆtement
M ′ →M est galoisien, le pavage de M ′ s’obtient en translatant D′ par les e´le´ments
du groupe G = pi1(M)/pi1(M
′).
Notons a′ = 6
(
21
4
+ 3
4pi
+ 3
4
+ 2
sinh2( 
4
)
)
. D’apre`s le lemme 1.13 du chapitre 1, si
Σ est une surface pseudo-minimale, le -diame`tre de Σ est majore´ par a′ |χ(Σ)|.
Posons D = 8Vol(M)
pi(sinh(2)−2) . D’apre`s le lemme 1.9 du chapitre 1, c’est un majorant
du diame`tre de D, et donc aussi de D′.
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Lemme 4.20. Notons κ = a′ pi(sinh(2D+2)−2D−2)
Vol(M)
. Si Σ est une surface pseudo-
minimale dans M ′, Σ intersecte au plus κ |χ(Σ)| translate´s de D′ sous l’action du
groupe G = pi1(M)/pi1(M
′). Vu sous un autre angle, pour un translate´ donne´ de
D′ dans M ′, il existe au plus κ |χ(Σ)| copies de Σ sous l’action du groupe G qui
l’intersectent.
De´monstration du lemme 4.20.
Il suffit d’appliquer le lemme 1.9 du chapitre 1. La surface Σ plonge´e dans M ′
peut eˆtre recouverte par au plus a′ |χ(Σ)| boules plonge´es dans M ′ et de rayon .
Cette surface ne peut alors pas intersecter plus de bpi(sinh(2D+2)−2D−2)
Vol(M)
a′ |χ(Σ)|c ≤
pi(sinh(2D+2)−2D−2)
Vol(M)
a′ |χ(Σ)| translate´s de D′ dans M ′.
Appliquons le lemme 4.20 a` la surface pseudo-minimale F . Cette surface inter-
secte au plus κ
∣∣χ(F )∣∣ ≤ κχc−(α′)2 translate´s de D′ dans M ′. Soit B le sous-ensemble
des e´le´ments de G correspondant.
Soit e´galement C le sous-ensemble de G correspondant aux translate´s de D′ qui
intersectent R′. Toujours d’apre`s le lemme 4.20, |C| ≤ κ |χ(R′)| = κ‖α′‖.
L’affirmation qui suit et sa de´monstration sont adapte´s de la de´monstration de
[La1, Lemme 13].
Affirmation . Posons ` = 4
√
117κ2/4.
Si ` χc−(α
′) ≤ 4√d, il y a au moins m′ = 9χc−(α′)/2 translate´es de R′ sous l’action
de G disjointes et qui ne rencontrent pas non plus F .
De´monstration de l’affirmation.
Supposons par l’absurde que l’affirmation est fausse. Alors, pour tout m′-uplet
(g1R
′, . . . , gm′R′) de translate´es de R′, au moins deux d’entre elles s’intersectent, ou
au moins l’une d’entre elles intersecte la surface F . Il existe j et k, avec 1 ≤ j < k ≤
m′, c1 et c2 ∈ C tels que gjc1 = gkc2, ou il existe b ∈ B, c1 ∈ C et s tels que gsc1 = b.
Dans le premier cas, g−1k gj ∈ CC−1, et dans l’autre cas, gs ∈ BC−1. Cela signifie que
Gm
′
est entie`rement recouvert par les ensembles q−1jk (CC
−1) et p−1s (BC
−1), ou` pour
1 ≤ j < k ≤ m′ et 1 ≤ s ≤ m′, qjk et ps sont les applications
qjk : G
m′ → G
(g1, . . . , gm′) 7→ g−1k gj
ps : G
m′ → G
(g1, . . . , gm′) 7→ gs.
Le cardinal de q−1jk (CC
−1) est |G|m′−1 |CC−1|, et le cardinal de p−1s (BC−1) est
|G|m′−1 |BC−1|. Ainsi,
|G|m′ ≤
(
m′
2
)
|G|m′−1 |C|2 +m′ |G|m′−1 |C| |B|
dm
′ ≤
(
m′
2
)
dm
′−1(κ‖α′‖)2 +m′dm′−1κ‖α′‖κχc−(α′)2.
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Puisque ‖α′‖ = |χ(R′)| ≤ |χ(S ′)| = χc−(α′), il vient
d ≤ κ
2
2
m′(m′ − 1)χc−(α′)2 + κ2m′χc−(α′)3. (4.2)
Puisque m′ = 9χc−(α
′)/2, on a
d ≤ 9κ
2
4
χc−(α
′)(
9χc−(α
′)
2
− 1)χc−(α′)2 +
9κ2
2
χc−(α
′)4
≤ 117κ
2
8
χc−(α
′)4 − 9κ
2
4
χc−(α
′)3
≤ 117κ
2
8
χc−(α
′)4.
Mais comme `4 = 117κ2/4 et que `4 χc−(α
′)4 ≤ d, on obtient d ≤ d/2, ce qui est
une contradiction. Ainsi, sous ces hypothe`ses, l’affirmation est vraie.
D’apre`s l’affirmation, il existe au moins 9χc−(α
′)/2 translate´es de R′ deux a` deux
disjointes, et qui ne rencontrent pas non plus la surface F . Comme chacune de ces
9χc−(α
′)/2 surfaces incompressibles est dans le comple´mentaire de F , qui est une
union disjointe de corps en anses, elle est paralle`le a` une composante de F . D’apre`s
le corollaire 4.10, F est constitue´e d’au plus 3χc−(α
′)/2 composantes connexes. Il y a
donc au moins trois translate´es de R′ disjointes et paralle`les a` la meˆme composante
connexe de F . Ainsi, ces trois translate´es sont paralle`les. Si l’on munit la surface R′
d’une orientation, chacune des translate´es de R′ est oriente´e, d’orientation donne´e
par celle de R′. Avec ces conventions, il y a au moins deux de ces translate´es paralle`les
et dont les orientations sont cohe´rentes dans le produit. Ainsi, il existe une surface
R′′ incompressible dans M ′ et h ∈ G un home´omorphisme pre´servant l’orientation tel
que R′′ et h(R′′) sont paralle`les et disjointes dans M ′. Comme R′′ est incompressible,
on peut appliquer directement le Lemme 14 de [La1] : la varie´te´ M ′ est fibre´e sur
le cercle, de fibre R′′. Mais R′′ est une translate´e de la surface R′ sous l’action du
groupe G. Par suite, si p : M ′ → M est l’application de reveˆtement, la classe
d’homologie de p−1(R) est fibre´e, et d’apre`s un re´sultat de Gabai [G2, Lemme 2.4],
la classe d’homologie de R est e´galement fibre´e dans M . Puisque R est une surface
plonge´e minimisant la norme de Thurston, cela signifie que la varie´te´ M est fibre´e
sur le cercle, et que R est une fibre. Ceci ache`ve la de´monstration du the´ore`me 4.16
dans le cas ou` R re´alise χc−(α).
Il reste a` montrer que si l’on ne suppose pas R′ ‖α′‖-minimisante, ni que
h(M ′, α′, R′) = h(M ′, α′), les surfaces R′ et R sont encore des fibres. Si R′′ est
une surface plonge´e ‖α′‖-minimisante telle que h(M ′, α′, R′′) = h(M ′, α′), alors la
de´monstration ci-dessus assure que M ′ est fibre´e sur le cercle et que R′′ est une
fibre. Mais comme la surface R′ est une composante connexe de l’image re´ciproque
de R, elle est incompressible et appartient a` la meˆme classe d’homologie que R′′.
Elle est ne´cessairement aussi une fibre. L’argument ci-dessus montre alors que R est
e´galement une fibre, ce qui ache`ve la de´monstration du the´ore`me 4.16.
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4.4 Gradient circulaire et classe d’homologie fibre´e.
Le the´ore`me suivant est l’analogue du the´ore`me 3.21 du chapitre trois pour les
de´compositions circulaires associe´es a` une classe d’homologie non triviale.
The´ore`me 4.21. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit  ≤ Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
`′ = `′(,Vol(M)) ne de´pendant que de  et du volume de la varie´te´ M ve´rifiant les
proprie´te´s suivantes. Soient un reveˆtement fini M ′ → M de M de degre´ d, et une
classe de cohomologie non triviale α′ ∈ H1(M ′).
Si `′ χc−(α
′) lnχc−(α
′) ≤ ln ln d, alors toute surface R′ plonge´e dans M ′ et ‖α′‖-
minimisante est une fibre. En particulier, la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur
le cercle S1.
Le corollaire suivant est une conse´quence imme´diate du the´ore`me 4.21.
Corollaire 4.22. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une famille infinie de reveˆte-
ments finis (Mi →M)i∈N de degre´s di, et pour tout i ∈ N, une classe de cohomologie
non triviale αi ∈ H1(Mi) telle que :
inf
i∈N
χc−(αi) lnχ
c
−(αi)
ln ln di
= 0.
Alors, pour une infinite´ d’indices i ∈ N, toute surface Ri plonge´e dans Mi et ‖αi‖-
minimisante est une fibre. En particulier, la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur
le cercle S1.
De´finition 4.23. Si η ∈]0, 1[ et (Mi → M)i∈I est une famille infinie de reveˆ-
tements finis de M de degre´s di, nous appellerons gradient circulaire η-sous-
logarithmique associe´ a` la famille (Mi →M)i∈I la quantite´ :
∇clog,η((Mi →M)i∈I) = inf
i∈I
{
χc−(Mi)
(ln ln di)η
}
.
Lorsque la famille n’est pas pre´cise´e, il s’agit de la famille de tous les reveˆtements
finis de M . Notons ce nombre ∇clog,η(M), appele´ le gradient circulaire η-sous-
logarithmique de M .
Avec cette de´finition, nous pouvons formuler le corollaire suivant, qui de´coule du
corollaire 4.22.
Corollaire 4.24. Pour tout η ∈]0, 1[, le gradient circulaire η-sous-logarithmique de
M est nul si et seulement si la varie´te´ M est virtuellement fibre´e sur le cercle.
De´monstration du corollaire 4.24.
Si le gradient circulaire η-sous-logarithmique de M est nul, il existe une famille
(Mi → M)i∈N de reveˆtements finis de M telle que limi→+∞ χ
c
−(Mi)
(ln ln di)η
= 0. Ceci im-
plique que limi→+∞
χc−(αi) lnχ
c
−(αi)
ln ln di
= 0, ou` pour tout i ∈ N, αi est une classe de
cohomologie non triviale, minimisant la norme, et telle que χc−(αi) = χ
c
−(Mi). Il
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suffit alors d’appliquer le the´ore`me 4.22. De plus, puisque αi minimise la norme,
d’apre`s le lemme 4.2, on remarque que toute surface plonge´e ‖αi‖-minimisante est
connexe. Cela permet donc de trouver une fibre dans Mi.
De´monstration du the´ore`me 4.21.
Soient un reveˆtement fini M ′ → M de M de degre´ d, et une classe de co-
homologie non triviale α′ ∈ H1(M ′). Le but est de montrer que si le rapport
χc−(α
′) lnχc−(α
′)/ ln ln d est suffisamment petit, alors les hypothe`ses du the´ore`me
E du troisie`me chapitre sont ve´rifie´es.
Soit R′ une surface plonge´e dans M ′, ‖α′‖-minimisante, et supposons dans un
premier temps de plus que h(M ′, α′) = h(M ′, α′, R′). Notons S ′ une surface de
Heegaard de genre minimal pour M ′R′ : par construction, χ
c
−(α
′) = |χ(S ′)|.
D’apre`s la proposition 4.6, a` partir de la de´composition circulaire (R′, S ′, R′) de
M ′, on peut construire une de´composition circulaire H = (F1, S1, F2, . . . , Sn, Fn+1)
en position mince. Notons F =
⋃
j Fj ∪
⋃
j Sj. D’apre`s le corollaire 4.12, on peut
supposer que F est une surface pseudo-minimale.
Toujours d’apre`s la proposition 4.6, la surface F se´pare la varie´te´ M ′ en q ≤
1
2
(χ(R′) − χ(S ′)) ≤ χc−(α′)/2 corps en anses C1, . . . , Cq, avec χ−(Cj) ≤ |χ(S ′)| =
χc−(α
′) pour tout j. De plus, la surface F− est l’union des surfaces Fj, qui sont
incompressibles.
Soit p = p(,Vol(M)) la constante donne´e au the´ore`me E. Afin de ve´rifier les
hypothe`ses du the´ore`me E, il reste a` montrer que p χc−(α
′) lnχc−(α
′) ≤ ln ln 2d
χc−(α′)
.
Mais comme vu pre´ce´demment au chapitre trois, on peut trouver une constante
`′ = `′(,Vol(M)) telle que si `′ χc−(α
′) lnχc−(α
′) ≤ ln ln d, alors p χc−(α′) lnχc−(α′) ≤
ln ln 2d
χc−(α′)
et les hypothe`ses du the´ore`me E sont satisfaites.
Si `′ χc−(α
′) lnχc−(α
′) ≤ ln ln d, d’apre`s le the´ore`me E, la varie´te´ M ′ contient une
surface plonge´e qui est la fibre d’une fibration en surfaces, donc en particulier une
fibre virtuelle pour une fibration sur le cercle.
De plus, toutes les constructions ont lieu en fait dans M ′R′ = M
′ \ N (R′). Ainsi,
on construit la fibre virtuelle T dans le comple´mentaire de R′ dans M ′. Cette fibre
virtuelle se rele`ve en une fibre connexe T pour un reveˆtement fini M ′ → M ′ de M ′
fibre´ sur le cercle. Dans ce reveˆtement, la surface incompressible R′ se rele`ve en une
surface R′ dans le comple´mentaire de la fibre. En coupant le long de T , cela montre
que les composantes connexes de R′, qui sont toutes incompressibles, sont paralle`les
dans le produit a` la fibre T (voir [Wa2]). Ainsi, la classe d’homologie de R′ est une
classe fibre´e. Toujours d’apre`s Gabai [G2, Lemme 2.4], cela implique que la classe
d’homologie de R′ est fibre´e. Comme la surface R′ minimise la norme de Thurston,
elle est e´galement une fibre.
On raisonne exactement comme pour la de´monstration du the´ore`me 4.16 pour
montrer que meˆme si l’on ne suppose pas que la surface R′ ve´rifie h(M ′, α′) =
h(M ′, α′, R′), elle est tout de meˆme une fibre. Ceci ache`ve la de´monstration du
the´ore`me 4.21.
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4.5 Surfaces incompressibles et fibrations virtuelles.
Nous venons d’e´tablir au paragraphe 4.4 des crite`res permettant de montrer
qu’une classe de cohomologie non triviale d’une varie´te´ hyperbolique M se rele`ve en
des classes fibre´es dans des reveˆtements finis. Mais si R est une surface plonge´e et
non se´parante dans M , il lui est associe´ une classe d’homologie. Dans certains cas,
nous avons vu qu’alors R pouvait eˆtre une fibre virtuelle. Nous pouvons a` pre´sent
nous poser la question pour une surface R plonge´e dans M , connexe, incompressible,
mais e´ventuellement se´parante.
De´finition 4.25. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Supposons que R est une surface incompressible,
orientable, connexe et plonge´e dans M . Dans le cas ou` la surface R est non se´pa-
rante, la classe [R] ∈ H2(M) n’est pas triviale. Nous appellerons la caracte´ristique
de Heegaard de la surface R le minimum de |χ(S)|, ou` S est une surface de
Heegaard pour (MR = M \ N (R), R× {1}, R× {−1}).
Dans le cas ou` la surface R est se´parante, la varie´te´ MR = M \N (R) est consti-
tue´e de deux composantes connexes Mg et Md. Nous appellerons la caracte´ristique
de Heegaard de la surface R le maximum de {χh−(Mg), χh−(Md)}.
Dans tous les cas, nous noterons χh−(R) la caracte´ristique de Heegaard de la
surface incompressible R.
A la diffe´rence du paragraphe pre´ce´dent, dans le the´ore`me suivant, la surface R
n’est pas suppose´e non se´parante a priori.
The´ore`me 4.26. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Soit  ≤ Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
`′′ = `′′(,Vol(M)) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes. Supposons qu’il existe une sur-
face incompressible R connexe, compacte, sans bord, orientable et plonge´e dans M .
Soit M ′ →M un reveˆtement fini de M de degre´ d. Soit e´galement R′ une composante
connexe de l’image re´ciproque de R dans M ′.
Si `′′ χh−(R
′) lnχh−(R
′) ≤ ln ln d, alors la surface R est une fibre virtuelle. Si de
plus R n’est pas se´parante, c’est une fibre.
De´monstration du the´ore`me 4.26.
Dans le cas ou` la surface R′ n’est pas se´parante, c’est une ge´ne´ralisation du
the´ore`me 4.21. En effet, si S ′ est une surface de Heegaard de genre minimal pour
M ′R′ , χ
h
−(R
′) = |χ(S ′)| et (R′, S ′, R′) est une de´composition circulaire de M ′. Comme
la surface de de´part R′ est incompressible, on applique alors la proposition 4.6 pour
trouver une de´composition circulaire en position mince. D’apre`s la de´monstration du
the´ore`me 4.21, les hypothe`ses du the´ore`me E sont satisfaites si `′χh−(R
′) lnχh−(R
′) ≤
ln ln d, et dans ce cas la surface R′ est une fibre virtuelle. Mais comme R′ appartient a`
l’image re´ciproque de R, la surface R est aussi une fibre virtuelle. De plus, si la surface
R n’est pas se´parante, sa classe d’homologie n’est pas nulle, et le meˆme raisonnement
montre que cette classe est fibre´e. Comme la surface R est incompressible, elle est
elle-meˆme une fibre.
Dans le cas ou` la surface R′ se´pare la varie´te´ M ′ en deux composantes connexes
Mg et Md, soient Sg et Sd des surfaces de Heegaard pour Mg et Md respectivement,
de genre minimal. Ainsi, χh−(R
′) = max{|χ(Sg)| , |χ(Sd)|}.
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On peut alors, construire de chaque coˆte´ de R′ une de´composition de Heegaard
ge´ne´ralise´e pourMg etMd en position mince a` partir des surfaces Sg et Sd. On obtient
ainsi une surface F dont une des composantes connexes est la surface incompressible
R′, se´parant la varie´te´ M ′ en q ≤ 2g(Sg) + 2g(Sd) ≤ 2χh−(R′) + 4 corps en anses
C1, . . . , Cq avec χ−(Cj) ≤ χh−(R′) pour tout j.
Comme F− est constitue´e de surfaces incompressibles et que les composantes
connexes de F \F− correspondent a` des surfaces de Heegaard fortement irre´ductibles,
on peut supposer que F est pseudo-minimale.
Ainsi, pour ve´rifier les hypothe`ses du the´ore`me E, il suffit de voir que
p χh−(R
′) lnχh−(R
′) ≤ ln ln d
2χh−(R′)+4
. Mais comme pre´ce´demment, on peut trouver une
constante `′′ ≥ `′ telle que si `′′ χh−(R′) lnχh−(R′) ≤ ln ln d, alors p χh−(R′) lnχh−(R′)
≤ ln ln d
2χh−(R′)+4
. D’apre`s le the´ore`me E, dans ce cas, la varie´te´ M ′ contient une
surface incompressible qui est une fibre virtuelle. Mais comme dans la de´monstration
du the´ore`me 4.21, cette surface incompressible est construite dans le comple´mentaire
de la surface R′ incompressible. Ainsi, la surface R′ est e´galement une fibre virtuelle.
Comme R′ est un releve´ de R, la surface R de de´part est une fibre virtuelle, ce qui
ache`ve la de´monstration du the´ore`me 4.26.
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5.1 Constante de Cheeger et saut du premier nombre
de Betti.
Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, orientable, compacte et
sans bord, de groupe fondamental Γ. Supposons qu’il existe une tour de reveˆtements
finis M ′′ → M ′ → M telle que le reveˆtement M ′′ → M ′ est galoisien, de groupe
correspondant H isomorphe a` (Z/2Z)r, pour un certain r ∈ N.
Notons Γ′ (resp. Γ′′) le groupe fondamental de M ′ (resp. M ′′). Soit d = [Γ : Γ′]
le degre´ du reveˆtement M ′ → M . Avec ces notations, H = Γ′/Γ′′ est isomorphe a`
(Z/2Z)r et [Γ : Γ′′] = 2rd.
Lemme 5.1. Tout groupe Γ de pre´sentation finie admet une pre´sentation finie tri-
angulaire (ou` toutes les relations sont de longueur 3).
De´monstration du lemme 5.1.
Soit 〈S,R〉 une pre´sentation finie de Γ, ou` S est une famille ge´ne´ratrice finie
syme´trique et R un ensemble de relations, i.e. de mots non ne´cessairement re´duits
de S.
Si R contient un mot de longueur un ou deux, alors on ajoute a` S un e´le´ment g,
son inverse, et on rajoute a` R le mot g2g−1. Ensuite, il suffit d’ajouter a` toutes les
relations de R de longueur un ou deux la lettre g autant de fois que ne´cessaire.
Si R posse`de un mot de longueur au moins quatre, alors on peut subdiviser ce
mot en mots de longueur au plus trois. Plus pre´cise´ment, si ce mot est a1a2 . . . a`
avec ` > 3, posons b1 = a1a2, b2 = a1a2a3, etc, jusqu’a` b`−3 = a1a2 . . . a`−2. On
rajoute a` S les e´le´ments bi et leurs inverses. On remplace la relation a1a2 . . . a` par
les relations a1a2b
−1
1 , . . . , biai+2b
−1
i+1, . . . , b`−3a`−1a`, plus les relations bib
−1
i g.
Avec les de´finitions du paragraphe 0.2.1, dire que le groupe Γ admet une pre´sen-
tation triangulaire revient exactement a` dire que l’on peut trouver un 2-complexe
de Cayley K pour Γ dont toutes les faces sont des triangles.
Soit S une famille finie syme´trique de ge´ne´rateurs pour Γ associe´e a` une pre´sen-
tation finie triangulaire de Γ et X ′′ = X(Γ′′\Γ, S) le graphe de Schreier de Γ′′\Γ
relativement a` la famille S. Remarquons que le reveˆtement M ′′ → M n’est pas
ne´cessairement galoisien, ni le reveˆtement M ′ →M .
Proposition 5.2. Avec les notations pre´ce´dentes, si h(X ′′) < min{
√
2
3
1
2|S|(√2)rd2 ,
1
2d
},
alors b1(M
′′) ≥ b1(M ′) + 1.
De´monstration de la proposition 5.2.
La de´monstration reprend la preuve du Lemme 2.4 de M. Lackenby [La3].
Comme Γ′ est un sous-groupe de Γ, on peut voir le groupe H = Γ′/Γ′′ = Γ′′\Γ′
comme un sous-ensemble de l’ensemble des classes Γ′′\Γ. Le groupe H = Γ′/Γ′′ agit
librement a` gauche sur Γ′′\Γ comme suit :
Γ′′\Γ′ × Γ′′\Γ → Γ′′\Γ
(Γ′′h , Γ′′x) 7→ Γ′′hx.
5.1. Constante de Cheeger et saut du premier nombre de Betti. 135
Cette action s’e´tend en une action deH par automorphismes sur le graphe de Schreier
X ′′ = X(Γ′′\Γ, S), qui co¨ıncide sur les sommets avec l’action de H sur Γ′′\Γ.
Soit Y = X(Γ′′\Γ′,Σ) le graphe de Cayley du groupe Γ′/Γ′′ = H obtenu a` partir
des graphes de Schreier X ′′ = X(Γ′′\Γ, S) et X ′ = X(Γ′\Γ, S) par le proce´de´ de´crit
au paragraphe 0.2.1. En particulier, |Σ| − 1 = d(|S| − 1).
Lemme 5.3. [La3, Lemme 2.5]
Soit G un groupe de type fini, H et L deux sous-groupes d’indice fini de G avec
H distingue´ dans L. Soit S une famille ge´ne´ratrice finie syme´trique de G et Σ la
famille ge´ne´ratrice finie de L obtenue par le proce´de´ de´crit au paragraphe 0.2.1.
Si h(X(H\G,S)) ≤ 1
2[G:L]
, alors
h(X(H\L,Σ)) ≤ 2 |S| [G : L]2h(X(H\G,S)).
De´monstration du lemme 5.3.
Prenons A un sous-ensemble de V (X(H\G,S)) non vide, avec |A| ≤ |V (X(H\G))|
2
et re´alisant la constante de Cheeger de X(H\G), i.e. tel que
h(X(H\G)) = |∂A||A| .
En reprenant la construction de´crite au paragraphe 0.2.1 permettant d’obtenir
le graphe de Cayley X(H\L,Σ) a` partir des graphes de Schreier X(H\G,S) et
X(L\G,S), on construit un sous-ensemble B de V (X(H\L)) de la fac¸on suivante.
Si un des arbres T` de la foreˆt F a tous ses sommets dans A, respectivement dans
Ac, alors on place le sommet v` sur lequel T` se re´tracte dans B, respectivement dans
Bc. On place les sommets restants de X(H\L) dans B ou Bc de telle sorte que |B|
soit la partie entie`re de |A|
[G:L]
.
C’est toujours possible, car il y a au plus
[
|A|
[G:L]
]
arbres T` qui ont tous leurs
sommets dans A (rappelons que [G : L] est le nombre de sommets de chaque arbre
T` de la foreˆt F ). La partie entie`re infe´rieure du re´el x est ici note´e [x].
De plus,
|B| =
[ |A|
[G : L]
]
≤ |V (X(H\G))|
2[G : L]
=
|H\G|
2[G : L]
=
[G : H] |H\L|
2[G : H]
≤ |V (X(H\L))|
2
.
Mais par le choix de B, on a aussi |B| ≥ |A|
[G:L]
− 1. Or, comme |A| = |∂A|
h(X(H\G)) ≥
1
h(X(H\G)) , on a
|A|
2[G : L]
≥ 1
2h(X(H\G))[G : L] ≥ 1
cette dernie`re ine´galite´ re´sultant de l’ine´galite´ h(X(H\G,S)) ≤ 1
2[G:L]
.
Finalement,
|B| ≥ |A|
[G : L]
− |A|
2[G : L]
=
|A|
2[G : L]
.
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En particulier, B n’est pas vide.
Il reste a` estimer le cardinal |∂B| du bord de B.
Prenons e′ une areˆte de ∂B. Cette areˆte e′ relie deux sommets distincts de
X(H\L), donc provient d’une unique areˆte e dans le graphe X(H\G), dont les
extre´mite´s sont dans deux composantes distinctes de la foreˆt F .
Si l’areˆte e est dans ∂A, alors a` l’areˆte e′ on peut associer une areˆte de ∂A.
Sinon, il existe au moins un arbre T` de F contenant une extre´mite´ de e et dont
les sommets ne sont pas tous contenus entie`rement dans A ou entie`rement dans Ac.
Ne´cessairement T` contient au moins une areˆte a dans ∂A.
a
T`
×
×
×
×
Tk
× × ×
×
e
∂A
A
Ac
Il reste a` estimer le nombre d’areˆtes e′ associe´es par cette construction a` une telle
areˆte a. C’est au plus le nombre d’areˆtes d’origine dans un arbre T` de F . Comme
un tel arbre posse`de [G : L] sommets, il contient l’origine d’au plus |S| [G : L] areˆtes.
(Chaque sommet a valence |S|.)
D’ou` :
h(X(H\L)) ≤ |∂B||B| ≤
|S| [G : L] |∂A|
|A|
2[G:L]
= 2 |S| [G : L]2h(X(H\G)).
Ce qui de´montre le lemme.
Soit A un sous-ensemble non vide de V (Y ) = V (X(Γ′′\Γ,Σ)) tel que |A| ≤
|V (Y )| /2 et |∂A| / |A| = h(Y ). L’affirmation suivante reprend l’Affirmation du
Lemme 2.4 de [La3].
Affirmation . Il existe au moins quatre e´le´ments (h1, h2, h3, h4) ∈ H4 tels que
hj(∂A) ∩ hk(∂A) = ∅ pour j 6= k.
De´monstration de l’affirmation.
Supposons par l’absurde l’affirmation fausse. Choisissons une orientation arbi-
traire pour les areˆtes de Y . Soit C l’ensemble des sommets initiaux de ∂A. Si l’af-
firmation est fausse, alors pour tout choix de quadruplet (h1, . . . , h4) ∈ H4, il existe
j et k avec 1 ≤ j < k ≤ 4 tels que hj(∂A) ∩ hk(∂A) 6= ∅. Ainsi, il existe c et c′ ∈ C
tels que hj · c = hk · c′.
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Pour 1 ≤ j < k ≤ 4, notons
φj,k : H
4 → H
(h1, . . . , h4) 7→ h−1k hj.
Soit L = {h ∈ H , ∃(c, c′) ∈ C2 , c′ = h · c} ⊆ H. Comme H est un groupe,
L = CC−1. Ainsi, |L| ≤ |C|2. D’autre part, remarquons que ∣∣φ−1j,k(L)∣∣ = |H|3 |L|
pour 1 ≤ j < k ≤ 4.
Si l’affirmation est fausse, alors H4 ⊆ ⋃1≤j<k≤4 φ−1j,k(L). Ainsi,
|H|4 ≤ (42) |H|3 |L| ,
2r ≤ 6 |C|2 ≤ 6 |∂A|2 = 6h(Y )2 |A|2
≤ 6h(Y )2
(
2r
2
)2
,√
2
3
1
(
√
2)r
≤ h(Y ).
Mais d’apre`s le lemme 5.3, puisque h(X ′′) ≤ 1
2d
, h(Y ) ≤ 2 |S| d2h(X ′′) <
√
2
3
1
(
√
2)r
.
Cette dernie`re ine´galite´ est en contradiction avec l’hypothe`se de la proposition 5.2,
et par conse´quent l’affirmation est de´montre´e.
Prenons (h1, . . . , h4) ∈ H4 tel que si j 6= k, alors hj(∂A) ∩ hk(∂A) = ∅. Comme
A est un sous-ensemble non vide de V (Y ) re´alisant la constante de Cheeger, i.e.
tel que |A| ≤ |V (Y )| /2 et h(Y ) = |∂A| / |A|, des re´sultats de Lackenby permettent
d’obtenir des informations sur A. Nous avons d’abord besoin d’une de´finition.
De´finition 5.4 (Sous-graphe induit). Soit X un graphe et U un sous-ensemble des
sommets V (X). Le sous-graphe induit par U est le graphe dont les sommets
sont les e´le´ments de U et les areˆtes sont les areˆtes de X dont les deux sommets
appartiennent a` U .
Lemme 5.5. [La3, Lemmes 2.1 et 2.2]
Soit X le graphe de Cayley d’un groupe fini, et A un sous-ensemble de V (X)
re´alisant la constante de Cheeger de X : 0 < |A| ≤ |V (X)| /2 et h(X) = |∂A| / |A|.
Alors
1. l’ensemble A ve´rifie |A| > |V (X)| /4, et
2. les sous-graphes induits par A et Ac sont connexes par arcs.
Comme Y est le graphe de Cayley du groupe fini H, d’apre`s ce lemme, |A| >
|V (Y )| /4. Puisque |hj(A)| = |A| pour j = 1, . . . , 4, il existe 1 ≤ j < k ≤ 4 tels que
hj(A) ∩ hk(A) 6= ∅. Notons g = h−1k hj. Alors, A ∩ g(A) 6= ∅ et ∂A ∩ g(∂A) = ∅.
Comme de´fini a` la section 0.2.1, soit K ′′ le complexe de Cayley de (Γ′′\Γ, S), ou` S
est la famille ge´ne´ratrice associe´e a` une pre´sentation triangulaire de Γ. Remarquons
que toutes les faces de K ′′ sont des triangles. Le but est d’utiliser A et g afin de
construire un 1-cocycle c de K ′′ qui n’est pas un cobord, en suivant la de´monstration
du Lemme 2.4 de [La3].
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De´finition 5.6 (Me´tacocycle). Soit X un graphe. Un me´tacocycle pour X est un
cocycle dans X qui prend la valeur nulle sur tout cycle de longueur infe´rieure ou
e´gale a` trois.
g(∂A)
∂A
+1
E2
E3
E4
A ∩ gAAc ∩ gA
Ac ∩ gAc A ∩ gAc
E1, support de c˜
A
gA
Ac
gA
Ac
gAc
A
gAc
Un me´tacocycle c˜ de Y , le graphe de Cayley de H = Γ′′\Γ′, qui n’est pas un cobord.
Lemme 5.7. 1. Sous les hypothe`ses de la proposition 5.2, il existe dans Y =
X(Γ′′\Γ′,Σ) un me´tacocycle c˜.
2. Ce me´tacocycle n’est pas un cobord, et
3. il n’est pas invariant sous l’action de H = Γ′/Γ′′.
De´monstration du lemme 5.7.
La de´monstration des deux premiers points est celle de Lackenby. Le troisie`me
point, quant a` lui, est nouveau.
(1) Construisons le cocycle c˜. Comme |V (Y )| /4 < |A| ≤ |V (Y )| /2 et A∩g(A) 6=
∅, aucun des ensembles Ac ∩ g(A), A ∩ g(A)c ni Ac ∩ g(A)c n’est vide. Soit χA la
0-cochaˆıne sur Y donne´e par la fonction caracte´ristique de A. De´finissons c˜ comme la
cochaˆıne qui co¨ıncide avec ∂χA sur les areˆtes dont les extre´mite´s sont dans gA (nous
noterons E1 ce sous-ensemble d’areˆtes de ∂A), et qui est identiquement nulle ailleurs.
Nous affirmons que c˜ est un me´tacocycle. En effet, si ` est un cycle de longueur au
plus 3, supposons qu’une des areˆtes de ` appartient a` E1, le support de c˜ (sinon
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c˜(`) = 0 automatiquement). Cela signifie que ` posse`de au moins une areˆte a dont
l’origine x est dans Ac ∩ gA et l’extre´mite´ y dans A∩ gA. Comme ` est de longueur
au plus trois et que c’est un cycle, il passe par au plus un autre sommet. S’il ne passe
que par x et y, ` est forme´ de a, a¯ et d’une boucle e´ventuelle, et dans tous les cas
c˜(`) = c˜(a) + c˜(a¯) = 0. Si ` passe par un dernier sommet z, ne´cessairement z ∈ gA.
En effet, si le point z e´tait dans gAc, il faudrait au moins trois areˆtes pour le relier
a` la fois a` x ∈ Ac ∩ gA et a` y ∈ A ∩ gA, et donc le cycle ` aurait au moins quatre
areˆtes. Ainsi, ` est forme´ d’une areˆte a dont la valeur par c˜ est +1, d’une areˆte en
sens contraire dont la valeur par c˜ est −1, et la dernie`re areˆte ne peut pas traverser
∂A. De nouveau, c˜(`) = 0, ce qui montre que c˜ est bien un me´tacocycle.
(2) Pour de´montrer que c˜ n’est pas un cobord, il suffit de trouver un 1-cycle γ˜
dans K ′′ tel que c˜(γ˜) = +1. Rappelons que E1 est l’ensemble des areˆtes de ∂A dont
les deux sommets appartiennent a` gA, et notons de meˆme E3 l’ensemble des areˆtes
de ∂A dont les deux sommets sont dans gAc. Notons aussi E2 l’ensemble des areˆtes
de ∂gA dont les deux sommets appartiennent a` A et E4 l’ensemble des areˆtes de ∂gA
dont les deux sommets appartiennent a` Ac. La premie`re chose est de ve´rifier que E1,
qui est le support de c˜, n’est pas vide. Comme ∂A ∩ g(∂A) = ∅, ∂A = E1 unionsq E3.
D’apre`s le Lemme 2.2 de [La3], les sous-graphes induits par A et Ac sont connexes
par arcs. Puisque g est un automorphisme de graphes, il en est de meˆme pour les
sous-graphes induits par gA et gAc. Comme A ∩ gA et Ac ∩ gA ne sont pas vides,
il existe un chemin dans le sous-graphe induit par gA reliant un point de Ac ∩ gA
a` un point de A ∩ gA. Ce chemin contient ne´cessairement une areˆte de ∂A dont les
deux extre´mite´s appartiennent a` gA, ce qui montre que E1 n’est pas vide. Le meˆme
argument permet de montrer aussi que l’ensemble Ej n’est pas vide pour j = 2, 3 et
4.
Notons E+1 l’ensemble des areˆtes de E1 dont le sommet initial appartient a` A
c et
le sommet terminal appartient a` A. Posons E−1 = E1 \E+1 , autrement dit l’ensemble
des areˆtes correspondant aux areˆtes de E+1 , mais avec l’orientation oppose´e : de
telles areˆtes ont leur sommet initial dans A et terminal dans Ac. De meˆme, soit E+2
le sous-ensemble des areˆtes de E2 d’origine dans gA et d’extre´mite´ dans gA
c, E+3
les areˆtes commenc¸ant dans A et finissant dans Ac, et E+4 les areˆtes de E4 d’origine
dans gAc et de sommet terminal dans gA. Pour j = 2, 3 et 4, de´finissons E−j comme
l’ensemble des areˆtes correspondant aux areˆtes de E+j avec l’orientation oppose´e. On
remarque que c˜−1({+1}) = E+1 , c˜−1({−1}) = E−1 et E2 ∪ E3 ∪ E4 ⊆ c˜−1({0}).
Choisissons e1 ∈ E+1 : e1 est une areˆte de E1 telle que c˜(e1) = +1. Prenons
e´galement une areˆte e3 ∈ E+3 . Soit v−1 le sommet initial de e1 et v+1 son sommet
terminal. Puisque e1 ∈ E+1 , v−1 ∈ Ac ∩ gA et v+1 ∈ A ∩ gA. De meˆme, soient v−3 et
v+3 les sommets de e3 avec v
−
3 ∈ A ∩ gAc et v+3 ∈ Ac ∩ gAc.
Comme le sous-graphe induit par A est connexe par arcs, il existe un chemin
oriente´ ` dans ce sous-graphe reliant le sommet v+1 au sommet v
−
3 . De meˆme, il existe
un chemin oriente´ `′ dans le sous-graphe connexe par arcs induit par Ac reliant v+3
a` v−1 . Par construction de ` et `
′, aucune de leurs areˆtes n’appartient a` ∂A. Ainsi,
c˜(`) = c˜(`′) = 0. Prenons γ˜ = e1 ∪ ` ∪ e3 ∪ `′. C’est un lacet oriente´ dans Y et
c˜(γ˜) = c˜(e1) = +1. Comme γ˜ est un 1-cycle de Y , le me´tacocyle c˜ n’est pas un
cobord sur Y , ce qui ache`ve de prouver le point (2).
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(3) Puisque l’ordre de tout e´le´ment non trivial de H est e´gal a` 2, g2 = id. Par
conse´quent, g(A ∩ gA) = A ∩ gA, g(Ac ∩ gAc) = Ac ∩ gAc, g(Ac ∩ gA) = A ∩ gAc
et g(A ∩ gAc) = Ac ∩ gA. Ainsi, g(E+1 ) = E−2 , g(E+2 ) = E−1 , g(E+3 ) = E−4 et
g(E+4 ) = E
−
3 .
Comme ` est un chemin oriente´ dans le sous-graphe induit par A, reliant un
sommet de A ∩ gA a` un sommet de A ∩ gAc, il contient ne´cessairement une areˆte
oriente´e appartenant a` E+2 . Soit e2 la premie`re de ces areˆtes : ` = `1 ∪ e2 ∪ `2, ou` `1
et `2 sont deux chemins oriente´s tels que tout sommet de `1 appartient a` A ∩ gA.
Comme l’origine et l’extre´mite´ de `2 se situent dans A∩ gAc, ce chemin traverse E2
un nombre pair de fois. Autrement dit, si `2 rencontre E2, il posse`de autant d’areˆtes
oriente´es dans E+2 que d’areˆtes oriente´es dans E
−
2 .
Affirmation . Si γ˜ est le 1-cycle construit pre´ce´demment, c˜(gγ˜) = −1 6= +1 = c˜(γ˜).
De´monstration de l’affirmation.
Nous avons vu que c˜(γ˜) = c˜(e1) = +1. Il reste a` montrer que c˜(gγ˜) = −1. Mais
c˜(gγ˜) = c˜(ge1)+ c˜(g`)+ c˜(ge3)+ c˜(g`
′). L’areˆte ge1 appartient a` pre´sent a` E−2 , et donc
c˜(ge1) = 0. Comme e3 ∈ E+3 , ge3 ∈ E−4 et c˜(ge3) = 0. Le chemin `′ e´tant contenu
dans le sous-graphe induit par Ac, le chemin g`′ est situe´ dans le sous-graphe induit
par gAc. Ainsi, aucune de ses areˆtes ne peut appartenir a` E1, qui est le support de c˜,
et donc c˜(g`′) = 0. Calculons a` pre´sent c˜(g`) = c˜(g`1) + c˜(ge2) + c˜(g`2). Comme tout
sommet de `1 appartient a` A∩ gA, c’est aussi le cas de tous les sommets de g`1. Par
conse´quent, g`1 ne peut pas traverser ∂A et c˜(g`1) = 0. Puisque e2 ∈ E+2 , ge2 ∈ E−1
et c˜(ge2) = −1. Comme `2 a autant d’areˆtes oriente´es dans E+2 que dans E−2 (s’il y
en a), g`2 a autant d’areˆtes oriente´es dans E
−
1 que dans E
+
1 , et donc c˜(g`2) = 0. Au
final, c˜(gγ˜) = c˜(ge2) = −1 6= +1 = c˜(γ˜).
Ainsi, le me´tacocyle c˜ construit pre´ce´demment n’est pas invariant sous l’action
de H sur Y , ce qui ache`ve la de´monstration du point (3).
Lemme 5.8. Comme de´fini a` la section 0.2.1, soit K ′′ le complexe de Cayley de
(Γ′′\Γ, S), ou` S est une famille ge´ne´ratrice associe´e a` une pre´sentation triangulaire
de Γ.
Le me´tacocycle c˜ construit au lemme 5.7 donne naissance a` une 1-cochaˆıne c
dans K ′′, de telle sorte que :
1. cette 1-cochaˆıne est un 1-cocycle,
2. ce n’est pas un cobord, et
3. elle n’est pas invariante sous l’action de H = Γ′/Γ′′.
De´monstration du lemme 5.8.
Rappelons queX ′′ = X(Γ′′\Γ, S) et Y = X(Γ′′\Γ′,Σ) sont lie´s par la construction
de´crite au paragraphe 0.2.1. En particulier, il existe une re´traction r : X ′′ → Y qui
envoie tout arbre T` de la foreˆt F sur le sommet v` du graphe de Cayley Y .
Soit c la 1-cochaˆıne de X ′′ de´finie par : c = c˜ ◦ r.
(1) Montrons que c est un cocycle. En effet, comme S est une famille ge´ne´ratrice
associe´e a` une pre´sentation triangulaire pour Γ, toutes les 2-faces du 2-complexe de
5.2. Genre de Heegaard et premier nombre de Betti virtuellement infini. 141
Cayley K ′′ associe´ a` (Γ′′\Γ, S) sont des triangles. Si b est le bord d’un tel triangle,
comme r est une re´traction, r(b) a longueur au plus trois et c(b) = c˜ ◦ r(b) = 0
puisque c˜ est un me´tacocycle.
(2) Si γ˜ est le 1-cycle construit au lemme 5.7, on peut lui faire correspondre un
1-cycle γ de X ′′ et donc de K ′′ via r de la manie`re suivante. L’image re´ciproque
par r des areˆtes de γ˜ sont des areˆtes de E(X ′′) \ F . Autrement dit, ce sont des
areˆtes n’appartenant pas a` la foreˆt F et reliant entre eux les arbres T`. Si les images
dans X ′′ de deux areˆtes adjacentes de γ˜ ne sont plus adjacentes, cela signifie qu’elles
ont toutes les deux un sommet dans un des arbres T` de F , avec v` le sommet
d’adjacence de ces areˆtes dans Y . Comme T` est un arbre (connexe), il existe un
unique chemin de longueur minimale dans T` reliant ces deux sommets. Ainsi, on
peut comple´ter de manie`re unique les areˆtes correspondant a` l’image re´ciproque de
γ˜ avec des chemins dans les arbres de F pour obtenir un 1-cycle γ. Par construction,
c(γ) = c˜(r(γ)) = c˜(γ˜) = +1. Donc le cocycle construit c n’est pas un cobord. Cela
de´montre de´ja` que le premier nombre de Betti de M ′′ est strictement positif.
(3) Par construction du graphe de Cayley Y = X(Γ′′\Γ′,Σ), l’action de H sur les
graphes X ′′ et Y commute a` la re´traction r : pour tout h ∈ H, h ◦ r = r ◦ h. Ainsi,
en prenant l’e´le´ment g choisi lors de la preuve du lemme 5.7, c(gγ) = c˜(r ◦ gγ) =
c˜(g ◦ r(γ)) = c˜(gγ˜) = −1. Par suite, c(γ) = +1 6= −1 = c(gγ) et le cocycle c n’est
pas invariant par l’action de H sur X ′′ et donc sur K ′′.
Soit K ′ le complexe de Cayley associe´ a` (Γ′\Γ,Σ). On a la tour de reveˆtements as-
socie´s K˜ → K ′′ → K ′ → K, avec p : K ′′ → K ′ galoisien de groupe H. La projection
p induit une injection entre les premiers groupes de cohomologie a` coefficients ration-
nels p∗ : H1(K ′,Q) ↪→ H1(K ′′,Q). Comme [c] ∈ H1(K ′′,Q) n’est pas H-invariante,
cela signifie que p∗ ne peut pas eˆtre surjective, et ainsi b1(M ′′) ≥ b1(M ′) + 1. Ceci
ache`ve la de´monstration de la proposition 5.2.
Remarque 5.9. En fait, nous n’avons pas re´ellement besoin de supposer que tout
e´le´ment non trivial de H est d’ordre 2 pour de´montrer la proposition 5.2. Il suffit de
trouver un e´le´ment g ∈ H tel que g(∂A)∩∂A = ∅ et gA∩A 6= ∅. C’est en particulier le
cas lorsque h(Y ) <
√
2
3
1√
|H| , et cela suffit a` montrer que b1(M
′′) > 0 (c’est d’ailleurs
pre´cise´ment le re´sultat de Lackenby). Pour montrer que b1(M
′′) ≥ b1(M ′)+1, il suffit
de trouver un tel e´le´ment g ∈ H tel que de plus g2(A) = A. C’est le cas si g est
d’ordre 2.
5.2 Genre de Heegaard et premier nombre de Betti
virtuellement infini.
Rappelons que c+(N) de´signe la complexite´ de la varie´te´ N , et que c+(N) ≤
χh−(N). L’ide´e a` pre´sent est d’utiliser la notion de complexite´ plutoˆt que les constantes
de Cheeger. C’est ce que permet le re´sultat suivant de M. Lackenby [La3].
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The´ore`me 5.10. [La3, The´ore`me 4.1]
Soit N une varie´te´ de dimension trois, hyperbolique, connexe, oriente´e, comple`te
et de volume fini. Alors
h(N) ≤ 4pic+(N)
Vol(N)
≤ 4piχ
h
−(N)
Vol(N)
.
La proposition 5.2 et ce the´ore`me conduisent au corollaire suivant.
Corollaire 5.11. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Il existe une constante c, ne de´pendant que de la
varie´te´ M et du choix d’une famille finie de ge´ne´rateurs S associe´e a` une pre´senta-
tion finie triangulaire de pi1M telle que :
Pour toute tour de reveˆtements finis M ′′ →M ′ →M , ou` M ′′ →M ′ est galoisien,
de groupe associe´ H ' (Z/2Z)r, si χh−(M ′′)[pi1M : pi1M ′]/(
√
2)r ≤ c, alors b1(M ′′) ≥
b1(M
′) + 1.
De´monstration du corollaire 5.11.
Pour toute varie´te´ hyperbolique N , notons h(N) la constante de Cheeger rieman-
nienne de N . D’apre`s la proposition 0.26 du chapitre 0 de rappels, qui est un re´sultat
bien connu de Brook [Br] (voir e´galement [La3, Lemme 2.3]), il existe une constante
C, ne de´pendant que de la me´trique hyperbolique de M , ainsi que du choix de la
famille S, telle que pour tout reveˆtement hyperbolique fini N →M ,
h(X(pi1N\pi1M,S)) ≤ C h(N).
Sous les hypothe`ses du corollaire 5.11, soit d = [pi1M : pi1M
′] le degre´ du reveˆte-
ment M ′ →M . Si
c+(M
′′)d
(
√
2)r
<
Vol(M)
4 |S|√6piC ,
alors d’apre`s le the´ore`me 5.10,
h(X(pi1M
′′\pi1M,S)) ≤ Ch(M ′′) ≤ 4piCc+(M
′′)
Vol(M ′′)
≤ 4piCc+(M
′′)
d2rVol(M)
<
4piC
d2rVol(M)
(
√
2)rVol(M)
4 |S|√6piCd
<
√
2
3
1
2 |S| (√2)rd2 .
Le re´sultat de´coule alors directement de la proposition 5.2, en supposant r assez
grand pour que
√
2
3
1
2|S|(√2)rd2 ≤ 12d .
5.2. Genre de Heegaard et premier nombre de Betti virtuellement infini. 143
De´finition 5.12. Soit M une varie´te´ de dimension trois connexe, oriente´e, compacte
et sans bord. On dit que le premier nombre de Betti de M est virtuellement
infini s’il existe une famille (Mi → M)i∈I de reveˆtements finis de M telle que
supi∈I b1(Mi) = +∞.
Le the´ore`me suivant est imme´diat.
The´ore`me 5.13. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une tour infinie . . .→Mi+1 →
Ni+1 → Mi → Ni → . . . → N1 → M de reveˆtement finis de M telle que pour tout
i ≥ 1, Mi → Ni est galoisien, de groupe Hi ' (Z/2Z)ri.
Si infi∈N χh−(Mi)[pi1M : pi1Ni]/(
√
2)ri = 0, alors limi→+∞ b1(Mi) = +∞. En
particulier, le premier nombre de Betti de M est virtuellement infini.
Remarque 5.14. D’apre`s la de´monstration du corollaire 5.11, les conclusions du
the´ore`me 5.13 sont encore vraies si l’on suppose seulement que infi∈N h(Mi)[pi1M :
pi1Ni]
2(
√
2)ri = 0, ou encore si infi∈N c+(Mi)[pi1M : pi1Ni]/(
√
2)ri = 0.
De´monstration du the´ore`me 5.13.
Comme pour la de´monstration du corollaire 5.11, il existe une constante C ne
de´pendant que de la varie´te´ base M telle que si S est une famille finie de ge´ne´ra-
teurs correspondant a` une pre´sentation finie triangulaire de pi1M , pour tout i ≥ 1,
h(X(pi1Mi\pi1M,S)) ≤ Ch(Mi) (avec la convention que M0 = M).
Si infi∈N h(Mi)[pi1M : pi1Ni]2/(
√
2)ri = 0, ou si infi∈N c+(Mi)[pi1M : pi1Ni]/(
√
2)ri
= 0, ou encore si infi∈N χh−(Mi)[pi1M : pi1Ni]/(
√
2)ri = 0, alors pour une infinite´ d’in-
dices i ≥ 1, h(X(pi1Mi\pi1M,S)) <
√
2/3 × 1/(2 |S| (√2)ri [pi1M : pi1Ni]2). D’apre`s
la proposition 5.2, pour ces indices i, b1(Mi) ≥ b1(Ni) + 1 ≥ b1(Mi−1) + 1. Puisque
la suite (b1(Mi))i∈N est croissante, limi→+∞ b1(Mi) = +∞.
Si G est un groupe et A un sous-groupe de G, de´finissons G]A comme le sous-
groupe de G engendre´ par les e´le´ments de la forme gag−1a−1b2 avec g ∈ G et a, b ∈ A.
Si A est un sous-groupe distingue´ de G, alors G]A est un sous-groupe distingue´ de
A (voir [SW]).
Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe, oriente´e, compacte
et sans bord. Notons Γ = pi1M . On de´finit la suite {Γi}i∈N re´cursivement par Γ0 = Γ,
et pour tout i ∈ N, Γi+1 = Γi]Γi. C’est une suite emboˆıte´e de sous-groupes d’indices
finis de Γ, telle que pour tout i ≥ 1, Γi est un sous-groupe distingue´ de Γi−1 et
Hi = Γi−1/Γi ' (Z/2Z)ri avec ri ∈ N. De plus, pour tout i ∈ N, Γi+1 = Γi]Γi
est caracte´ristique dans Γi. Par re´currence, les groupes Γi sont des sous-groupes
distingue´s dans Γ pour tout i ∈ N.
Soit . . .→Mi →Mi−1 → . . .→M1 →M la tour correspondante de reveˆtements
finis de M : pour tout i ∈ N, Γi = pi1Mi. Avec ces notations, Mi → Mi−1 est un
reveˆtement galoisien de groupe associe´ Hi = H1(Mi−1,Z/2Z) ' (Z/2Z)ri . Ainsi,
ri = b1,F2(Mi−1) est le premier nombre de Betti modulo 2 de Mi−1.
Prenons i ≥ 1. D’apre`s le Lemme 1.3 de [SW],
rang(Γi/(Γi−1]Γi)) ≥ 1
2
rang(Γi−1/Γi)(rang(Γi−1/Γi)− 1).
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Comme Γi]Γi est un sous-groupe distingue´ dans Γi−1]Γi, rang(Γi/(Γi]Γi)) ≥
rang(Γi/(Γi−1]Γi)). Puisque Γi]Γi = Γi+1, rang(Γi/Γi+1) ≥ 12rang(Γi−1/Γi)
(rang(Γi−1/Γi) − 1). Puisque ri = rang(Hi) = rang(Γi−1/Γi), on obtient finalement
l’ine´galite´
ri+1 ≥ 1
2
ri(ri − 1). (5.1)
Supposons que r1 = b1,F2(M) ≥ 4 (ce qui est toujours vrai quitte a` passer a`
un reveˆtement fini de M , voir [We, Corollaire 10.6 et Exemple 10.1 p. 139]). Alors,
par re´currence, pour tout i ≥ 1, ri ≥ ( r1−12 )2
(i−1)
+ 1 ≥ (3
2
)2
i−1
. En particulier,
limi→+∞ ri = +∞.
Corollaire 5.15. Soient M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et . . .→ Mi → Mi−1 → . . .→ M1 → M la tour de
reveˆtements finis correspondant a` la suite de´rive´e modulo 2 de´finie ci-dessus. Pour
tout i ≥ 1, posons ri = b1,F2(Mi−1), avec M0 = M , et Ri = r1 + r2 + . . . + ri.
Supposons que r1 ≥ 4.
Si infi∈N χh−(Mi)2
Ri−1/(
√
2)ri = 0, alors limi→+∞ b1(Mi) = +∞.
De´monstration du corollaire 5.15.
Elle de´coule directement du the´ore`me 5.13 avec Ni = Mi−1 pour i ≥ 1. Il suffit
de remarquer que dans ce cas, [pi1M : pi1Mi−1] = 2r1+...+ri−1 = 2Ri−1 .
5.3 Genre de Heegaard et groupe fondamental vir-
tuellement grand.
Dans le cas particulier ou` Mi = Ni+1 pour tout i, le The´ore`me 1.2 de [La4]
(voir e´galement [La2, The´ore`me 1.1]) conduit au the´ore`me suivant. Rappelons qu’un
groupe de pre´sentation finie est dit virtuellement grand s’il posse`de un sous-
groupe d’indice fini admettant un morphisme surjectif sur un groupe libre non abe´-
lien.
Remarque 5.16. Si M est une varie´te´ de dimension trois, connexe, oriente´e, com-
pacte, sans bord, et dont le groupe fondamental est virtuellement grand, alors le
premier nombre de Betti de M est virtuellement infini (voir par exemple [La2, Pa-
ragraphe 2]).
The´ore`me 5.17 (Lackenby). Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension trois,
connexe, oriente´e, compacte et sans bord. Soit . . .→Mi →Mi−1 → . . .→M1 →M
une tour de reveˆtements finis de M telle que pour tout indice i ≥ 1, Mi →Mi−1 est
galoisien, de groupe isomorphe a` (Z/2Z)ri (avec la convention que M0 = M). Notons
Ri = r1 + r2 + . . .+ ri.
Supposons que l’une des hypothe`ses suivantes est satisfaite :
(a) pi1M n’a pas la proprie´te´ (τ) relativement a` la famille {pi1Mi}i∈N (par exemple
si limi→+∞ h(Mi) = 0) et infi∈N
ri+1
2Ri
> 0, ou
(b) chaque reveˆtement Mi →M est re´gulier et limi→+∞ ri+12Ri = +∞.
Alors pi1M est virtuellement grand. En particulier, le premier nombre de Betti
de M est virtuellement infini.
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De´monstration du the´ore`me 5.17.
Remarquons que pour tout indice i ∈ N, 2Ri = [pi1M : pi1Mi]. La condition (b)
implique imme´diatement que l’hypothe`se (2) du The´ore`me 1.1 de [La2] est satisfaite,
et ainsi pi1M est virtuellement grand.
Pour montrer que la condition (a) implique l’hypothe`se (ii) du The´ore`me 1.2 de
[La4], il suffit de de´montrer que la croissance du rang du premier groupe d’homologie
modulo 2 de la tour de reveˆtements finis . . .→Mi → . . .→M est line´aire. Remar-
quons que par hypothe`se, le groupe fondamental de Mi se surjecte sur le groupe de
Galois (Z/2Z)ri+1 , et donc ri+1 ≤ rang(H1(Mi,Z/2Z)) = b1,F2(Mi). Si infi∈N ri+12Ri > 0,
alors infi∈N
b1,F2 (Mi)
2Ri
> 0 et la croissance du premier nombre de Betti modulo 2
dans la tour de reveˆtements finis est line´aire. Par conse´quent, pi1M est virtuellement
grand.
A la diffe´rence du the´ore`me 5.13, le the´ore`me 5.17 ne permet pas de conclure
que la suite des premiers nombres de Betti {b1(Mi)}i∈N de la tour de reveˆtements
conside´re´e tend vers l’infini.
Si i ≥ 1, ri+1 ≤ b1,F2(Mi) ≤ rang(pi1Mi) ≤ g(Mi). Si infi∈N χh−(Mi)2Ri−1/(
√
2)ri =
0, a fortiori infi∈N χh−(Mi)/(
√
2)ri = 0, et alors infi∈N ri+1/(
√
2)ri = 0. Ainsi, les hy-
pothe`ses (a) ou (b) du the´ore`me 5.17 sont en quelque sorte orthogonales a` l’hypothe`se
du the´ore`me 5.13. Les the´ore`mes 5.17 et 5.13 pris ensemble conduisent au corollaire
suivant.
Corollaire 5.18. Soit M une varie´te´ de dimension trois hyperbolique, connexe,
oriente´e, compacte et sans bord, et . . . → Mi → Mi−1 → . . . → M1 → M une
tour infinie de reveˆtements finis de M telle que pour tout indice i ≥ 1, Mi → M et
Mi → Mi−1 sont galoisiens, et le groupe de Galois de Mi → Mi−1 est isomorphe a`
(Z/2Z)ri (avec la convention que M0 = M). Notons Ri = r1 + r2 + . . .+ ri.
Alors le premier nombre de Betti de M est virtuellement infini, si aucune des
deux proprie´te´s suivantes n’est ve´rifie´e :
1. infi∈N h(Mi) > 0 et la suite (
ri+1
2Ri
)i∈N admet une sous-suite extraite borne´e.
2. infi∈N h(Mi+1)4Ri(
√
2)ri+1 > 0 et infi∈N
ri+1
2Ri
= 0.
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1Re´sume´.
Dans le cadre des varie´te´s hyperboliques, Thurston a conjecture´ que toute va-
rie´te´ hyperbolique de dimension trois connexe, orientable, comple`te et de volume fini
posse`de un reveˆtement fini qui est fibre´ sur le cercle. En lien avec cette conjecture,
le re´sultat principal de cette the`se donne des conditions suffisantes pour qu’un reveˆ-
tement fini d’une varie´te´ hyperbolique M de dimension trois fibre sur le cercle, ou
du moins contienne une fibre virtuelle.
Soit F une surface close, orientable, plonge´e et proche d’une surface minimale,
dans un reveˆtement fini M ′ de M et se´parant M ′ en corps en anses. La condition
pour qu’il existe une fibre virtuelle dans le comple´mentaire de F est donne´e par
une ine´galite´ faisant intervenir le degre´ d du reveˆtement, le genre g de la surface, le
nombre q de corps en anses et une constante k ne de´pendant que du volume et du
rayon d’injectivite´ de M . En appliquant ce the´ore`me a` un scindement de Heegaard
de genre minimal du reveˆtement M ′, on obtient une version sous-logarithmique des
conjectures de Lackenby sur le gradient de Heegaard et le gradient de Heegaard fort.
Le the´ore`me principal s’applique e´galement dans le cadre d’une de´composition
circulaire associe´e a` une classe d’homologie non triviale. Nous obtenons par exemple
des conditions suffisantes pour qu’une classe d’homologie non triviale de M corres-
ponde a` une fibration sur le cercle. Des me´thodes analogues permettent aussi de
donner une condition suffisante pour qu’une surface incompressible plonge´e dans M
soit une fibre virtuelle.
Enfin, nous donnons un crite`re pour que dans une tour de reveˆtements finis le
premier nombre de Betti tende vers l’infini.
Summary.
In the setting of hyperbolic 3-manifolds, Thurston conjectured that every connec-
ted, orientable, complete hyperbolic 3-manifold of finite volume has a finite cover
fibered over the circle. Having this conjecture in mind, the main result of this thesis
provides sufficient conditions for a finite cover of a hyperbolic 3-manifold M to fiber
over the circle, or at least to contain a virtual fiber.
Let F be an embedded, closed and orientable surface close to a minimal surface,
in a finite cover M ′ of M , such that M ′ cut along F is a disjoint union of handlebodies
and compression bodies. The condition to show that there exists a virtual fiber in
the complement of F is given by an inequality involving the degree d of the cover,
the genus g of the surface, the number q of compression bodies and a constant
k depending only on the volume and the injectivity radius of M . Applying this
theorem to a minimal genus Heegaard splitting of the finite cover M ′ leads to a
sub-logarithmic version of Lackenby’s conjectures of the Heegaard gradient and the
strong Heegaard gradient.
The main theorem also applies to the setting of a circular decomposition asso-
ciated to a non trivial homology class. For example, we obtain sufficient conditions
for a non trivial homology class of M to correspond to a fibration over the circle.
Similar methods lead also to a sufficient condition for an incompressible embedded
surface in M to be a virtual fiber.
Eventually, we give a criterion to show that the first Betti number in a tower of
finite covers tends to infinity.
